Συνημμένο 302. 
Συνέχεια από το συνημμένο 295.
12. ΤΡΙΧΟΤΟΜΗΣΗ ΓΩΝΙΑΣ ΕΙΔΙΚΟΥ ΤΕΤΡΑΠΛΕΥΡΟΥ (ΛΗΜΜΑ). 
Επέκταση του Θεωρήματος 5 και σε άλλο Ειδικό Τετράπλευρο.
Θεώρημα 28 (Σχήμα 22 ).
Δίνεται ειδικό ρομβοειδές ΑΒΓΔ (ορολογία F.G-M, Ιησουϊτών, σελίδα 1203), με άξονα συμμετρίας την ΑΓ, για το οποίο είναι:  

                               ΑΒ<ΒΓ, ή 
[image: image35.jpg]


ΒΑΔ>900 και 
[image: image2.wmf]Ð

Β =
[image: image3.wmf]Ð

Δ=900 .                     (1).

Αν η κάθετη από το Β στη ΓΔ και η κάθετη από το Δ στη ΒΓ τέμνουν τον κύκλο (Α,ΑΒ) ή (Α,ρ) στα σημεία Ε και Ζ, αντίστοιχα, τότε η κυρτή αλλά και η μη κυρτή γωνία ΕΑΖ τριχοτομούνται με αυτόματο τρόπο.

Ακόμη, αν μας δίνεται ότι η μη κυρτή γωνία ΕΑΖ τριχοτομείται, τότε και η κυρτή  [image: image1.wmf]Ð

γωνία ΕΑΖ τριχοτομείται με αυτόματο τρόπο.

Απόδειξη.
Πρώτο ζητούμενο.
Τριχοτόμηση της κυρτής γωνίας ΕΑΖ.
(α).Ανάλυση. 
Παρατηρούμε ότι, αν η γωνία ΕΑΖ έχει σχέση, με μία από τις με αυτόματο τρόπο τριχοτομούμνες γωνίες του ορθογώνιου τριγώνου ΑΔΓ, με βάση το θεώρημα 1α  (συνημμένο 285), του ηλεκτρονικού άρθρου μου:   https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=62&t=51135&start=60              τότε η απόδειξη θα έχει επιτευχθεί.
Έτσι, έστω ότι κυρτή γωνία ΕΑΖ τριχοτομείται με αυτόματο τρόπο. Η γωνία όμως ΕΑΖ είναι διπλάσια της γωνίας ΕΔΖ. Άρα εύκολα βρίσκουμε ότι και η γωνία ΕΔΖ θα τριχοτομείται με αυτόματο τρόπο.
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Προεκτείνουμε την ΔΕ που τέμνει την ΑΓ στο Μ. 
Αν Ι≡ΒΕ∩ΔΖ, τότε λόγω συμμετρίας το Ι θα ανήκει στην ΑΓ.  Εύκολα βρίσκουμε ότι το τετράπλευρο ΑΒΙΔ είναι ρόμβος και άρα:

                
[image: image4.wmf]Ð

ΙΒΔ=
[image: image5.wmf]Ð

ΑΒΔ =
[image: image6.wmf]Ð

ΕΒΔ ή  
[image: image7.wmf]Ð

ΑΒΔ =
[image: image8.wmf]Ð

ΕΒΔ.                                     (2). 

 Αλλά  
[image: image9.wmf]Ð

ΕΒΔ=
[image: image10.wmf]Ð

ΓΔΜ, οπότε από αυτή και την  (2), προκύπτει:   

                
[image: image11.wmf]Ð

ΑΒΔ =
[image: image12.wmf]Ð

ΓΔΜ .                                                                                 (3).

Εξάλλου είναι και  
[image: image13.wmf]Ð

ΑΒΔ =
[image: image14.wmf]Ð

ΑΓΔ, οπότε από αυτή και την  (3), προκύπτει: 


[image: image15.wmf]Ð

ΓΔΜ =
[image: image16.wmf]Ð

ΑΓΔ=
[image: image17.wmf]Ð

ΜΓΔ, Άρα και ΓΜ=ΔΜ. Έτσι  και 
[image: image18.wmf]Ð

ΔΑΜ =
[image: image19.wmf]Ð

ΑΔΜ, ως συμπληρώματα ίσων γωνιών, οπότε και ΔΜ=ΑΜ, και επομένως ΑΜ=ΜΓ. Δηλαδή το Μ είναι μέσον της ΑΓ,  

Ακόμη, αν Τ≡ΑΓ∩ΒΔ τότε  ΑΓ┴ΒΔ, οπότε το ΔΤ είναι ύψος του τριγώνου ΔΑΓ και οι ΔΙ και ΔΑ είναι συμμετρικές ως προς το ΔΤ. Επίσης αν η συμμετρική της ΔΜ ως προς το ΔΤ, τέμνει την ΑΓ στο Μ’, τότε και οι γωνίες ΜΔΙ, Μ’ΔΑ είναι συμμετρικές ως προς το ΔΤ, άρα ίσες, και επειδή η γωνία ΜΔΙ τριχοτομείται , θα τριχοτομείται με αυτόματο τρόπο και η γωνία Μ’ΔΑ. Τούτο όμως, και όπως αποδεικνύεται στο αντίστροφο του Θεωρήματος 1α (συνημμένο 285), του ηλεκτρονικού άρθρου μου: 

 https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=62&t=51135&start=60  

αληθεύει ότι η γωνία ΑΔΜ’ τριχοτομείται και ότι η ΔΡ’ (το Ρ’ σημείο της ΑΓ προς το μέρος του Α) είναι τριχοτόμος  της γωνίας αυτής, αν η ΑΡ’ σχηματίζει γωνία φ=300,  με το ΔΤ. 
Στο ίδιο αποτέλεσμα φθάνουμε αν αντί για το ορθογώνιο τρίγωνο ΑΔΓ, χρησιμοποιήσουμε το ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ.

Τέλος, και η μη κυρτή γωνία ΕΑΖ τριχοτομείται, σύμφωνα με το πόρισμα (στ)3/      του Θεωρήματος  1α.
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Μετά τα παραπάνω οδηγούμαστε στη παρακάτω σύνθεση- απόδειξη:
(β). Σύνθεση - Απόδειξη.
 Όπως στο παραπάνω ευθύ:

---Ορίζουμε τις τομές: Μ, Ι, και Τ.

----Αποδεικνύουμε: Ότι το Μ είναι το μέσον του ΑΓ, ότι το Μ
[image: image20.wmf]Î

ΑΓ, ότι το ΑΒΙΔ είναι   ρόμβος, ότι η ΔΤ είναι ύψος του τριγώνου ΑΔΓ, ότι οι γωνίες ΜΔΙ, Μ’ΔΑ είναι ίσες,  και ότι το Ι
[image: image21.wmf]Î

ΑΓ.  

Αλλά, όπως αποδεικνύεται στο ευθύ του Θεωρήματος 1α (συνημμένο 285), του ηλεκτρονικού άρθρου μου:

   https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=62&t=51135&start=60 αληθεύει ότι η γωνία ΑΔΜ’ τριχοτομείται και μάλιστα ότι η ΔΡ’ (το Ρ’ σημείο της ΑΓ προς το μέρος του Α) είναι τριχοτόμος  της γωνίας αυτής, αν η ΑΡ’ σχηματίζει γωνία φ=300, με το ΔΤ. 

Επομένως, αφού η γωνία ΑΔΜ’ τριχοτομείται, θα τριχοτομείται και η ίση της γωνία ΙΔΜ, Αλλά  
[image: image22.wmf]Ð

ΕΑΖ=2
[image: image23.wmf]Ð

ΜΔΖ, εύκολα διαπιστώνουμε ότι, τριχοτομείται και η ΕΑΖ.

Τριχοτόμηση της μη κυρτής γωνίας ΕΑΖ.
Η μη κυρτή γωνία ΕΑΖ τριχοτομείται, σύμφωνα με το πόρισμα (στ)3/ του Θεωρήματος 1α.

Δεύτερο ζητούμενο.
Σύμφωνα με το πόρισμα (στ)4/ του Θεωρήματος 1α, αληθεύει και το 20 ζητούμενο. 

Παρατηρήσεις.
(1). Στο ίδιο αποτέλεσμα φθάνουμε αν αντί για το ορθογώνιο τρίγωνο ΑΔΓ, χρησιμοποιήσομε το ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ.
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(2). Λόγω συμμετρίας, προφανώς οι τομές Μ’, Ρ’, Ι, Ρ, Μ των αντιστοίχων ζευγών ευθειών, θα ανήκουν στον άξονα συμμετρίας ΑΓ.

(γ). Διερεύνηση.

Στην παραπάνω Πρόταση 28 ετέθη ο περιορισμός ότι ΑΒ<ΒΓ, ή 
[image: image24.wmf]Ð

ΒΑΔ>900, για ευκολία, αν και εύκολα διαπιστώνουμε ότι αυτή αληθεύει και όταν ΑΒ>ΒΓ, ή 
[image: image25.wmf]Ð

ΒΑΔ<900, καθώς αν ΑΒ<ΒΓ προκύπτει απλούστερο σχήμα.
Αν 
[image: image26.wmf]Ð

ΒΑΔ>1800 δηλαδή η 
[image: image27.wmf]Ð

ΒΑΔ είναι μη κυρτή, τότε αποδεικνύουμε όπως παραπάνω για κυρτή 
[image: image28.wmf]Ð

ΒΑΔ, και στη συνέχεια εύκολα με βάση αυτή αποδεικνύουμε ότι και η μη κυρτή 
[image: image29.wmf]Ð

ΕΑΖ τριχοτομείται,  αν ληφθεί υπόψη το Πόρισμα (στ)3/ του Θεωρήματος 1α (σχήμα 4).
Συνεπώς η πρόταση αληθεύει για κάθε 
[image: image30.wmf]Ð

ΒΑΔ.
Νίκος Κυριαζής/
13. ΤΡΙΧΟΤΟΜΗΣΗ ΓΩΝΙΑΣ ΕΙΔΙΚΟΥ ΤΕΤΡΑΠΛΕΥΡΟΥ. 
Επέκταση της Κατασκευής 6 και σε άλλο Ειδικό Τετράπλευρο.
Κατασκευή 29 (Σχήμα 22).
Δίνεται ειδικό ρομβοειδές ΑΒΓΔ (ορολογία F.G-M, Ιησουϊτών, σελίδα 1203), με άξονα συμμετρίας την ΑΓ, για το οποίο είναι:  

                               ΑΒ<ΒΓ, ή 
[image: image31.wmf]Ð

ΒΑΔ>900 και 
[image: image32.wmf]Ð

Β =
[image: image33.wmf]Ð

Δ=900 .                     (1).

Αν η κάθετη από το Β στη ΓΔ και η κάθετη από το Δ στη ΒΓ τέμνουν τον κύκλο (Α,ΑΒ) ή (Α,ρ)  στα σημεία Ε και Ζ, αντίστοιχα, ζητούνται οι τριχοτόμοι της κυρτής γωνίας ΕΑΖ και στη συνέχεια ζητούνται, οι τριχοτόμοι της μη κυρτής γωνίας ΕΑΖ, με βάση τις τριχτόμους της κυρτής γωνίας ΕΑΖ, που θα έχουμε ήδη κατασκευάσει.
Ακόμη, αν μας δίνονται οι δύο τριχοτόμοι της μη κυρτής γωνίας ΕΑΖ, ζητούνται οι τριχοτόμοι της κυρτής γωνίας ΕΑΖ.
[image: image34.emf]ω
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Σχήμα 22.
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