Συνημμένο 75.
ια. 11η Πρόταση Αρμονικών Εξάπλευρων.
80 Κριτήριο Αρμονικότητας Εγγεγραμμένων Εξάπλευρων.

10ι(141). Αν κυρτό εγγεγραμμένο σε κύκλο (Ο, R) εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ, έχει τις διαγώνιές του (κύριες) συντρέχουσες και υπάρχει στο επίπεδό του σημείο για το οποίο οι αποστάσεις από τις πλευρές του (του εξάπλευρου), είναι ανάλογες με τις αντίστοιχες πλευρές του, τότε και μόνο τότε το εξάπλευρο αυτό είναι αρμονικό.
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                                                                                                                                   Απόδειξη (Σχήμα 10).

(1). Ευθύ. 
Θεωρούμε Αρμονικό Εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ, εγγεγραμμένο σε κύκλο (Ο, R). 
Θα δείξουμε ότι υπάρχει σημείο Κ' στο επίπεδό του, για το οποίο είναι:
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Ó÷Þìá 10. 
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Σχήμα 10. 
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,(1)                                                                                                                                                                     
όπου υα, υβ, …., υζ , είναι οι  αποστάσεις του σημείου Κ', από τις πλευρές του ΑΒ=α , ΒΓ=β,…, ΖΑ=ζ, αντίστοιχα.
Πραγματικά, επειδή το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ είναι αρμονικό, θα είναι ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ (1η Πρόταση Αρμονικών Εξάπλευρων).
Ακόμη, σύμφωνα με τον αρχικό ορισμό των Αρμονικών Εξάπλευρων, στο ΑΒΓΔΕΖ τα τετράπλευρα ΑΒΓΕ, ΒΓΔΖ, …, , ΖΑΒΔ, θα είναι αρμονικά και επομένως οι ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ, θα είναι συζυγείς με τα ζεύγη των τμημάτων ΒΖ-ΓΕ, ΑΓ-ΔΖ, ΒΔ-ΕΑ, αντίστοιχα, οπότε σύμφωνα με το Λήμμα 2, οι ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ, θα είναι συμμετροδιάμεσοι των ζευγών τριγώνων ΖΑΒ-ΓΔΕ, ΑΒΓ-ΔΕΖ, ΒΓΔ-ΕΖΑ, αντίστοιχα. Επομένως, οι ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ, θα αποτελούν τους γτ σύμφωνα με τους οποίους, οι αποστάσεις κάθε σημείου τους, από τα ζεύγη των αντιστοίχων πλευρών ΖΑ-ΑΒ, ΓΔ-ΔΕ, ΑΒ-ΒΓ, ΔΕ-ΕΖ, ΒΓ-ΓΔ, ΕΖ-ΖΑ, είναι ανάλογες {[6] § 11-14.2}. Τούτο θα αληθεύει προφανώς και για την κοινή τομή Κ των διαγώνιων ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ (1η Πρόταση Αρμονικών Εξάπλευρων), καθώς αυτή ανήκει και στις τρεις αυτές διαγώνιες. Τούτο σημαίνει ότι το σημείο Κ έχει και τις τρεις αυτές ιδιότητες. Δηλαδή θα είναι για το Κ:
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.                                   (2).
Έτσι, από τις ιδιότητες της (2), εύκολα βρίσκουμε την σχέση (1), που αληθεύει για την τομή Κ≡ΑΔ∩ΒΕ και επομένως τούτο σημαίνει ότι το ζητούμενο σημείο Κ', είναι το Κ ή Κ'≡Κ.
Συνεπώς, το ζητούμενο σημείο είναι το σημείο σύγκλισης των διαγωνίων (κύριων), των Αρμονικού Εξάπλευρου.

(2). Αντίστροφο.

Αν για το σημείο Κ≡ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ, αληθεύει η σχέση (1), θα δείξουμε ότι το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ είναι αρμονικό.
Πραγματικά, από τη σχέση (1), παίρνουμε πχ και ότι: 
[image: image19.wmf]α

υ

α

= 
[image: image20.wmf]ζ

υ

ζ

. Τούτο σημαίνει ότι η ΑΚ ή ΑΔ είναι συμμετροδιάμεσος του τριγώνου ΖΑΒ (αντίστροφο γνωστής Πρότασης{[5] § 11-14.2} και επομένως η ΑΔ θα είναι συζυγής με την ΖΒ ως προς τον κύκλο (Ο, R).(Λήμμα 2), οπότε το τετράπλευρο ΖΑΒΔ είναι αρμονικό(ορισμός).
Όμοια βρίσκουμε ότι αρμονικά είναι και τα τετράπλευρα ΒΓΔΖ, ΔΕΖΒ, οπότε σύμφωνα με τον απλοποιημένο ορισμό των Αρμονικών Εξάπλευρων (10 Κριτήριο Αρμονικότητας Εγγεγραμμένων Εξάπλευρων),το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ θα είναι αρμονικό.

Παρατηρήσεις.
(α). Δύο εξειδικευμένα Κριτήρια του Κριτηρίου 8, δίνουμε στην παράγραφο 8ι(88) (τόμος 8) του [2].
(β). Η Πρόταση 10ι(141), έχει καταχωρηθεί στην παράγραφο 10ι(141) (τόμος 10) του [2].

Σχόλιο.
Μετά και από το Κριτήριο 8 των Αρμονικών Εξάπλευρων, παρατηρούμε ότι:
(α). Το σημείο Lemoine στο τρίγωνο, έχει την ιδιότητα, σύμφωνα με την οποία, το σημείο αυτό απέχει από τις πλευρές του τριγώνου, αποστάσεις ανάλογες των αντιστοίχων πλευρών του (του τριγώνου).
(β). Όπως είναι γνωστό και εύκολα αποδεικνύεται, η τομή των διαγωνίων στο αρμονικό τετράπλευρο, έχει την ίδια, όπως παραπάνω, ιδιότητα.  Δηλαδή οι αποστάσεις της τομής αυτής από τις πλευρές του τετράπλευρου, είναι ανάλογες, των αντιστοίχων πλευρών του τετράπλευρου. Για τον λόγο αυτό η τομή των διαγωνίων του αρμονικού τετράπλευρου, ονομάζεται σημείο Lemoine του αρμονικού τετράπλευρου.
(γ). Σύμφωνα με το παραπάνω Κριτήριο 8 και στο Αρμονικό Εξάπλευρο, η τομή των διαγωνίων του (κύριων), έχει την ίδια ιδιότητα, οπότε εξάγουμε το παρακάτω συμπέρασμα:
Συμπέρασμα.
Μετά τα προαναφερθέντα και σε αναλογία με αυτά, προτείνουμε όπως, και το σημείο σύγκλισης των διαγωνίων του Αρμονικού Εξάπλευρου, να ονομάζεται ΣΗΜΕΙΟ LEMOINE, του Αρμονικού Εξάπλευρου αυτού.
                                                                                        Θεσσαλονίκη  14-12-2910. 

                                                                                                Νίκος Κυριαζής.
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