ΑΠΛΑ ΑΡΜΟΝΙΚΑ ΕΞΑΠΛΕΥΡΑ

                                     (ΕΡΕΥΝΑ)

                                                               Του ΝΙΚΟΥ ΚΥΡΙΑΖΗ.
Η εργασία αυτή , για τα ΑΠΛΑ ΑΡΜΟΝΙΚΑ ΕΞΑΠΛΕΥΡΑ {για τα Πλήρη Αρμονικά Εξάπλευρα βλέπε στο [1] σελίδες 1174-1343}, είναι μια ΕΡΕΥΝΑ που είχαμε κάνει παλιότερα και είχαμε γράψει μια μικρή εργασία την οποία είχαμε στείλει για δημοσίευση στο περιοδικό ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΣ. Όμως η Συντακτική Επιτροπή (ΣΕ) του περιοδικού, την θεώρησε μεγάλη για το μέγεθος του περιοδικού και δεν τη δημοσίευσε, γράφοντας μια σελίδα του με σχόλια γι’ αυτή (Τεύχος 2 σελίδα 109). Μεταξύ άλλων γράφει:

«Στις σελίδες αυτές θα έπρεπε να βρίσκεται μια εξαίρετη καινούργια εργασία του ΝΙΚΟΥ ΚΥΡΙΑΖΗ.

Το αντικείμενο της εργασίας αυτής είναι τα ΑΡΜΟΝΙΚΑ ΕΞΑΠΛΕΥΡΑ …

Η ΣΕ του ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΥ βρίσκεται στην δυσάρεστη θέση να μη δημοσιεύσει

την εργασία αυτή (προς το παρόν), λόγω μεγάλου μεγέθους…

Ζητούμε συγνώμη από τον κ. Κυριαζή για την αδυναμία μας αυτή».

                                                                                                                                 ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ.
1. ΓΕΝΙΚΑ.

2. ΟΡΟΛΟΓΙΑ.

3. ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑ.
4. ΒΟΗΘΗΤΙΚΕΣ ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ (Λήμματα).

5. ΚΥΡΙΩΣ ΜΕΡΟΣ( Προτάσεις, Κριτήρια, κτλ, Απλών Αρμονικών Εξάπλευρων).
6. ΓΕΝΙΚΕΣ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ.

1. ΓΕΝΙΚΑ.

Πολλά έχουν γραφεί για τα αρμονικά τετράπλευρα, τα οποία υπάρχουν στη βιβλιογραφία [1] μέχρι [5].

Από όσα μέχρι τώρα γνωρίζουμε παρά την αναζήτησή μας στη γνωστή μας βιβλιογραφία, δε βρήκαμε τίποτε σχετικό με τα Αρμονικά Εξάπλευρα (εδώ προτιμάμε τον όρο εξάπλευρα αντί εξάγωνα), όπως τον ορισμό  και τις ιδιότητές τούτων. Παρακάτω θα δώσουμε τον ορισμό των Αρμονικών Εξάπλευρων, κτλ, όπως και μερικές ιδιότητες τούτων, με την μορφή Γεωμετρικών Προτάσεων και Κριτηρίων Αρμονικότητας.
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Ακόμη, θα δώσουμε και ένα Πρόβλημα με τον τρόπο κατασκευής Αρμονικών Εξάπλευρων,

Μεταξύ των  παραπάνω ορισμών και των Προτάσεων με ιδιότητες των Αρμονικών Εξάπλευρων, θα παρεμβάλουμε μερικές σημαντικές καινούριες βοηθητικές Προτάσεις (Λήμματα), καθώς είναι απαραίτητες για τις αποδείξεις των Προτάσεων που αναφέρονται στα Αρμονικά Εξάπλευρα.
[image: image1.wmf]⇔

2. ΟΡΟΛΟΓΙΑ (Σχήμα 1).

α. Αρμονικά Εξάπλευρα.

Χαρακτηρίζουμε Αρμονικό ένα Εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ, όταν τούτο είναι κυρτό , εγγράψιμο σε κύκλο και που έχει αρμονικά τα έξι τετράπλευρά  ΑΒΓΕ, ΒΓΔΖ, ΓΔΕΑ, ΔΕΖΒ, ΕΖΑΓ, ΖΑΒΔ [Υπάρχει ένα τέτοιο εξάπλευρο; Την απάντηση μας την δίνει το Πρόβλημα Κατασκευής παρακάτω (§ 5θ)].

β. Αρμονικό Τετράπλευρο.

Όπως αναφέρεται στο βιβλίο [5] (§ 8-4.10), ονομάζουμε Αρμονικό Τετράπλευρο, το εγγράψιμο σε κύκλο τετράπλευρο εκείνο του οποίου οι διαγώνιες είναι συζυγείς ως προς τον περιγεγραμμένο του κύκλο.

γ. Αντίστοιχα Πολύπλευρα, Αντίστοιχος Κύκλος.
Με τον όρο αυτό χαρακτηρίζουμε δύο πολύπλευρα (εδώ προτιμάμε τον όρο πολύπλευρα αντί πολύγωνα), όταν το ένα είναι εγγεγραμμένο και το άλλο περιγεγραμμένο στον ίδιο κύκλο, των οποίων οι πλευρές εγγίζουν το κύκλο στα ίδια σημεία(Εδώ, ΑΒΓΔΕΖ και Α'Β'Γ'Δ'Ε'Ζ') (Τα σχήματα αυτά ονομάζονται και πολικά αντίστροφα).
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δ. Κύριες Διαγώνιες ή απλά Διαγώνιες Πολυπλεύρου.
Με τον όρο αυτό ονομάζουμε τις διαγώνιες ενός πολυπλεύρου με άρτιο αριθμό πλευρών, εκείνες που συνδέουν απέναντι κορυφές του (Εδώ, ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ).
ε. Δίδυμα Πολύπλευρα Πολύπλευρου.

Με τον όρο αυτό χαρακτηρίζουμε τα δύο πολύπλευρα που έχουν κορυφές τις «μία παρά μία» κορυφές ενός πολυπλεύρου με άρτιο αριθμό πλευρών (Εδώ δίδυμα τρίγωνα είναι τα ΑΓΕ και ΒΔΖ).

στ. Σεβιανές Gergonne.
Με τον όρο αυτό χαρακτηρίζουμε τις τρεις σεβιανές [5] τριγώνου, που αντιστοιχούν στο γνωστό σημείο Gergonne [4].
3. ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΊΑ.
[1]. Γεωμετρία. Εγγεγραμμένα-Περιγεγραμμένα Σχήματα 1990. Νίκου Κυριαζή.

[2]. Νέα Στοιχεία Γεωμετρίας 1993.                                                 Νίκου Κυριαζή.

[3]. Θεωρήματα και Ασκήσεις Γεωμετρίας.                                   Νίκου Κισκύρα.

[4]. Ασκήσεις Γεωμετρίας.                                                         FG-M (Ιησουϊτών).
[5]. Γεωμετρία.                                                                          Γιώργου Τσίντσιφα.
4. ΒΟΗΘΗΤΙΚΕΣ ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ (Λήμματα).
α. Λήμμα 1 (1η Βοηθητική Πρόταση) (Σχήμα 1).
1α(17), Σε κάθε εγγεγραμμένο σε κύκλο εξάπλευρο, το γινόμενο των τριών λόγων των μηκών των διαδοχικών πλευρών του, είναι ίσο με τη μονάδα, αν και μόνο αν συντρέχουν οι διαγώνιές του.

Δηλαδή ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ 
[image: image186.emf]Ï


Â


Å


Ã


Æ


Á


Ä


Ê


Ã'


Ä'


Å'


Æ'


Á'


Â'


Ç'


È'


Ó÷Þìá 6.




Ο

Β

Ε

Γ

Ζ

Α

Δ

Κ

Γ'

Δ'

Ε'

Ζ'

Α'

Β'

Η'

Θ'

Σχήμα 6.

 
[image: image2.wmf].

1

=

ΖΑ

ΕΖ

.

ΔΕ

ΓΔ

.

ΒΓ

ΑΒ


                                                                                                                                  Παρατηρήσεις. 
(α). Δική μας απόδειξη, για το Λήμμα 1, δε θα δώσουμε, εκτός και κριθεί σκόπιμο, ή μας ζητηθεί, καθώς την έχουμε δημοσιεύσει, με τις εφαρμογές του, στο περιοδικό της ΕΜΕ «ΔΙΑΣΤΑΣΗ» και στα [1] (§ 1α(17) και [2]. Θα δώσουμε όμως την απόδειξη που μας έστειλε ο φίλος Κώστας Βήττας.
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(β). Η μεγάλη αξία του Λήμματος 1, για τις εφαρμογές του, έγκειται στο ότι αληθεύει και το αντίστροφό του.
(γ). Το αντίστροφο της Πρότασης αυτής αληθεύει στο κυρτό εξάπλευρο και σε μερικές άλλες μορφές εξαάπλερων, όχι όμως σε όλες { Στα βιβλία [1], [2] δίνονται 5-6 μορφές εξάπλευρων που αληθεύει το αντίστροφο, ενώ εκεί δίνουμε τουλάχιστον 2 μορφές εξάπλευρων που δεν αληθεύει}. 
Απόδειξη του Λήμματος 1 (του Κώστα Βήττα):
ΛΗΜΜΑ 1. - Σε κάθε εγγράψιμο εξάγωνο, το γινόμενο τριών μη διαδοχικών πλευρών του, είναι ίσο με το γινόμενο των άλλων τριών και αντιστρόφως.

Απόδειξη. Έστω [image: image3.png]


το δοσμένο εξάγωνο, εγγεγραμμένο σε κύκλο [image: image4.png]


και ότι [image: image5.png]




Από τα όμοια τρίγωνα [image: image6.png]


έχουμε ότι [image: image7.png]nE  PEPD
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Από [image: image9.png]




 INCLUDEPICTURE "http://www.mathematica.gr/forum/latexrender/pictures/8258ded63eeba732a7ac96c985be990e.png" \* MERGEFORMATINET [image: image10.png]
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 INCLUDEPICTURE "http://www.mathematica.gr/forum/latexrender/pictures/fb8b732ac21cef2fc4802499b4e01388.png" \* MERGEFORMATINET [image: image12.png]




Ομοίως, από τα όμοια τρίγωνα [image: image13.png]


και [image: image14.png]


, έχουμε ότι [image: image15.png]
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και [image: image17.png]
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Από [image: image19.png]
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και το ζητούμενο έχει αποδειχθεί.


[image: image23.png]


Το αντίστροφο [image: image24.png]


όταν ισχύει η [image: image25.png]


σε εγγεγραμμένο εξάγωνο [image: image26.png]
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αποδεικνύεται εύκολα, αρκεί να θεωρήσουμε το σημείο [image: image30.png]


και έστω ότι [image: image31.png]
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Τότε με βάση τα προηγούμενα έχουμε ότι [image: image32.png]®
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Από [image: image34.png]
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το οποίο είναι άτοπο εάν [image: image38.png]FC#EF



.

Άρα, συμπεραίνεται ότι [image: image39.png]


και ολοκληρώνεται η απόδειξη του αντίστροφου.


Για την τεκμηρίωση του άτοπου της [image: image40.png]


αν θεωρηθεί ότι [image: image41.png]FC#EF



, μπορούμε να πούμε ότι το [image: image42.png]


ορίζεται μεταξύ των [image: image43.png]


καθώς η προέκταση της [image: image44.png]


βρίσκεται πάντοτε στο εσωτερικό της γωνίας [image: image45.png]




Αν θεωρήσουμε τώρα, ότι το [image: image46.png]


βρίσκεται μεταξύ των [image: image47.png]


τότε προκύπτει ότι [image: image48.png]
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και [image: image50.png]
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Από [image: image52.png]


προκύπτει το άτοπο για την υπόθεση του ότι [image: image53.png]


βρίσκεται μεταξύ των [image: image54.png]
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αφού συμπεραίνεται ότι αληθεύει η [image: image56.png]
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Με τον ίδιο τρόπο καταλήγουμε σε άτοπο και αν θεωρήσουμε ότι το [image: image58.png]


βρίσκεται μεταξύ των [image: image59.png]


.

Συμπεραίνεται έτσι ότι [image: image60.png]


και το ζητούμενο έχει αποδειχθεί.


Κώστας Βήττας.

β. Λήμμα 2 (2η Βοηθητική Πρόταση). 

2α(43). Η συμμετροδιάμεσος [3] κάθε μιας πλευράς τριγώνου, είναι συζυγής [5] (§ 8-4.8) με την πλευρά αυτή, ως προς τον περιγεγραμμένο του κύκλο και αντίστροφα.

Απόδειξη (Σχήμα 2).
(1). Ευθύ.
Θεωρούμε το τρίγωνο ΑΒΓ και την συμμετροδιάμεσό του Αα (α
[image: image61.wmf]∈

ΒΓ). Θα δείξουμε ότι οι Αα και ΒΓ είναι συζυγείς ως προς τον περιγεγραμμένο κύκλο (Ο,R) 
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του τριγώνου ΑΒΓ 
Πραγματικά, σύμφωνα με γνωστό μας Θεώρημα [5], για τη συμμέτροδιάμεσο 

Αα, θα είναι:  
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α

Β

α

=

ΑΓ

ΑΒ

2

2

.                            (1).

Αν προεκτείνουμε την Αα και αν Δ
[image: image63.wmf]≡

Αα
[image: image64.wmf]∩

(Ο,R), τότε από τα δύο ζεύγη όμοιων τριγώνων αΑΒ, αΓΔ και αΒΔ, αΑΓ, εύκολα παίρνουμε: 
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Έτσι, από τις (1), (2)    
[image: image66.wmf]⇒
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 EMBED Equation.3  [image: image69.wmf]⇒
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 EMBED Equation.3  [image: image72.wmf]⇒

ΑΒ.ΔΓ=ΑΓ.ΔΒ. Η σχέση αυτή, σύμφωνα με γνωστό Θεώρημα [5](§ 8-4.10), σημαίνει ότι και το κυρτό τετράπλευρο ΑΒΔΓ είναι αρμονικό, οπότε οι ΑΔ≡Αα και ΒΓ, είναι συζυγείς, ως προς τον (Ο,R) (ορισμός Αρμονικών Τετραπλεύρων [5]).

[Τούτο φανερώνει ότι η Αα θα περνά και από τον πόλο Κ της ΒΓ(ορισμός συζυγών ευθειών)].

(2). Αντίστροφο.
Δηλαδή, αν οι Αα και ΒΓ είναι συζυγείς, θα δείξουμε ότι Αα είναι συμμετροδιάμεσος του τριγώνου ΑΒΓ.

Πραγματικά, αν Δ
[image: image73.wmf]≡

Αα
[image: image74.wmf]∩

(Ο,R), τότε το τετράπλευρο ΑΒΔΓ θα είναι αρμονικό (ορισμός). Άρα, σύμφωνα με γνωστό Θεώρημα [5], θα είναι: ΑΒ.ΔΓ=ΑΓ.ΔΒ. 
[image: image75.wmf]⇒



 EMBED Equation.3  [image: image76.wmf]ΑΓ
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 EMBED Equation.3  [image: image78.wmf]⇒
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Ακόμη, θα αληθεύει προφανώς και η σχέση (2) παραπάνω.

Άρα, από τις (2), (3) 
[image: image81.wmf]⇒



 EMBED Equation.3  [image: image82.wmf]Γ
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Παρατηρήσεις. .

(α). Η Πρόταση αυτή έχει καταχωρηθεί στο βιβλίο μας [2] [§ 2α(43)]. Μία άλλη απόδειξη της Πρότασης αυτής δίνουμε στο [2] [παράγραφος 10ι(132) τόμος 10].
(β). Η αξία της Πρότασης 2α(43), για τις εφαρμογές της, έγκειται στο ότι αληθεύει και το αντίστροφό της.
γ. Λήμμα 3 (3η Βοηθητική Πρόταση). 
Τομή Κεντρικής Δέσμης Τριών Ακτινών από Κύκλο (Ανάλογο Θεώρημα Πάππου).

2α(45). Αν επίπεδη κεντρική δέσμη τριών ακτινών ΚΑ, ΚΒ, ΚΓ, τέμνεται από 
[image: image83.wmf]κύκλο (Ο, R), σε έξι σημεία Α, Β, Γ, Δ, Ε, Ζ, όπου Δ
[image: image84.wmf]∈

ΚΑ, Ε
[image: image85.wmf]∈

ΚΒ, Ζ
[image: image86.wmf]∈

ΚΓ, τότε και μόνο τότε για τις δύο τετράδες σημείων Α, Β, Γ, Ε και Δ, Ε, Ζ, Β, θα είναι:

(ΑΓΒΕ)=(ΔΖΕΒ)   ή    
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Απόδειξη (Σχήματα 3α και 3β).
(1). Ευθύ. 
Πραγματικά, από τα ζεύγη των όμοιων τριγώνων ΑΒΚ~ΕΔΚ, ΒΓΚ ~ ΖΕΚ, ΓΕΚ ~ ΒΖΚ, ΕΑΚ ~ ΔΒΚ, θα έχουμε:  


[image: image96.wmf]ΒΚ

ΑΒ

=
[image: image97.wmf]ΔΚ

ΕΔ

,   
[image: image98.wmf]ΒΓ

ΚΒ

=
[image: image99.wmf]ΖΕ

ΚΖ

,   
[image: image100.wmf]ΕΚ
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=
[image: image101.wmf]ΖΚ

ΒΖ

,   
[image: image102.wmf]ΕΑ

ΚΕ

=
[image: image103.wmf]ΔΒ

ΚΔ

.                                                  (3).
Από τις σχέσεις (3), με πολλαπλασιασμό, κατά μέλη, παίρνουμε την (2) και από αυτή τις (1).

[Ακόμη, επειδή είναι: (ΑΓΒΕ)=(ΒΕΑΓ)=(ΓΑΕΒ)=(ΕΒΓΑ), (ΔΖΕΒ)=(ΕΒΔΖ)=(ΖΔΒΕ)=(ΒΕΖΔ) {γνωστό Θεώρημα [3](§ 392)} και επειδή δίνεται ότι: (ΑΓΒΕ)=(ΔΖΕΒ)
[image: image104.wmf]⇒
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[image: image107.wmf]ΔΒ
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[image: image108.wmf]ΖΕ
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,   
[image: image109.wmf]ΕΑ
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[image: image110.wmf]ΒΓ
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[image: image111.wmf]ΒΔ

ΖΒ
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[image: image112.wmf]ΕΖ

ΔΕ
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[image: image113.wmf]ΓΒ
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.
[image: image114.wmf]ΑΕ
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=
[image: image115.wmf]ΖΕ
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.
[image: image116.wmf]ΔΒ

ΕΔ

.

Είναι φανερό ότι οι τελευταίες σχέσεις μπορεί να προκύψουν κατ’ ευθείαν και από τις (3) ή και την (2)]. 
(2). Αντίστροφο (Σχήμα 3γ).
Αν αληθεύει πχ η σχέση (2), θα δείξουμε ότι είναι :  ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ.

Πραγματικά, αν οι ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ δε συντρέχουν και θέσουμε όπου: ΑΔ∩ΒΕ≡α, ΒΕ∩ΓΖ≡β, ΓΖ∩ΑΔ≡γ (είναι δυνατό τα α, β, γ, να βρίσκονται εκτός κύκλου), τότε

από τα ζεύγη των όμοιων τριγώνων ΑΒα~ΕΔα, ΒΓβ ~ ΖΕβ, ΓΕβ ~ ΒΖβ, ΕΑα ~ ΔΒα, παίρνουμε:
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[image: image124.wmf]ΔΒ
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.                                                 (4).

Από τις σχέσεις (4), με πολλαπλασιασμό, κατά μέλη, προκύπτει ότι: 
[image: image125.wmf]β

Ε

.

α

Β

.

ΕΑ

.

ΒΓ

α

Ε

.

β

Β

.

ΓΕ

.

ΑΒ

=
[image: image126.wmf]ΒΔ
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.                                                                                     (5).

Η σχέση (5), λόγω της (2), που μας δίνεται, γίνεται: 
[image: image127.wmf]Ε
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 EMBED Equation.3  [image: image129.wmf]⇒

 α≡β. Τούτο σημαίνει ότι και η ΓΖ, που περνά από το β, θα περνά και από την τομή α των ΑΔ και ΒΕ, οπότε θα είναι:  ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ ≡ Κ ≡α≡β≡γ.

Παρατηρήσεις. .
(α). Η Πρόταση αυτή έχει καταχωρηθεί στο βιβλίο μας [2] [§ 2α(45) η οποία μπορεί να προκύψει από την Πρόταση 2α(44) του βιβλίου [2] ή την Πρόταση 50ΙΓ (σελίδα 1582) 
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του βιβλίου [1]. Και οι δύο αυτές πρωτοεμφανιζόμενες Προτάσεις είναι σημαντικές, καθώς αληθεύουν και τα αντίστροφά τους και κυρίως γιατί επεκτείνουν το γνωστό Θεώρημα Πάππου, το οποίο αφορά τομές επίπεδης κεντρικής δέσμης ευθειών τεμνομένων από ευθείες, ενώ εδώ έχουμε τομές επίπεδης κεντρικής δέσμης 3 και 4 ευθειών αντίστοιχα, τεμνομένων και επανατεμνόμενων από κύκλο.

Και τις δύο αυτές Προτάσεις, έχουμε δημοσιεύσει στο περιοδικό «Τα Μαθηματικά στο Ενιαίο Λύκειο (τεύχος 13 σελίδα 36), με μερικές εφαρμογές τους.
(β). Το παραπάνω Λήμμα 3 απεδείχθη πολύτιμο για την απόδειξη Προτάσεων και ιδιαίτερα για Προτάσεις που αφορούν Αρμονικά Εξάπλευρα.

δ. Λήμμα 4 (4η Βοηθητική Πρόταση). 
2α(48). Σε κάθε κυρτό εγγεγραμμένο σε κύκλο (Ο,R) εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ με ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ
[image: image130.wmf]∈

δίσκο (Ο,R), αν ένα από τα τετράπλευρά του: 

ΑΒΓΕ, ΒΓΔΖ, ΓΔΕΑ, ΔΕΖΒ, ΕΖΑΓ, ΖΑΒΔ,                                                           (1).

είναι  αρμονικό, τότε αρμονικό θα είναι και ένα άλλο από τα τετράπλευρα της (1), κατά τις αντιστοιχίες: ΑΒΓΕ↔ΔΕΖΒ, ΓΔΕΑ↔ΖΑΒΔ, ΕΖΑΓ↔ΒΓΔΖ.          (2).
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Σχήμα 2.

Απόδειξη (Σχήματα 4).
1ος Τρόπος (Με βάσει το Λήμμα 1).
Υποθέτουμε πχ ότι αρμονικό τετράπλευρο είναι το ΑΒΓΕ. Θα δείξουμε ότι και το αντίστοιχο του τετράπλευρο ΔΕΖΒ είναι αρμονικό αν ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ
[image: image131.wmf]∈

δίσκο (Ο,R).
Πραγματικά, σύμφωνα με το Λήμμα 1 (1η Βοηθητική Πρόταση), για το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ, για το οποίο είναι
ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ (υπόθεση), θα είναι:

[image: image132.wmf].

1

=
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.

ΔΕ

ΓΔ

.

ΒΓ

ΑΒ

                              (3).

Επίσης, σύμφωνα με το Λήμμα 1 και για το μη κυρτό εξάπλευρο ΑΕΓΔΒΖ, επειδή έχει τις ίδιες διαγώνιες (κύριες) με το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ έχει:  ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ,  θα είναι:
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[image: image133.wmf].
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                                                                                                 (4).

Από τις σχέσεις (3), (4) 
[image: image134.wmf]⇒
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 EMBED Equation.3  [image: image136.wmf].
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                                              (5).
Ακόμη, επειδή το τετράπλευρο ΑΒΓΕ είναι αρμονικό (υπόθεση), σύμφωνα με γνωστό Θεώρημα [2], θα είναι:              ΑΒ.ΓΕ=ΒΓ.ΕΑ.                                      (6).

Έτσι, η σχέση (5), λόγω της (6), γίνεται: ΔΕ.ΖΒ=ΒΔ.ΕΖ.                                    (7).

Η τελευταία σχέση (7), σύμφωνα με γνωστό Θεώρημα [2], σημαίνει ότι το εγγεγραμμένο τετράπλευρο ΔΕΖΒ είναι αρμονικό.

Όμοια εργαζόμαστε και για την απόδειξη των υπολοίπων ζευγών τετράπλευρων της σχέσεως (2).

2ος Τρόπος (Με βάσει το Λήμμα 3)..
Υποθέτουμε και πάλι ότι αρμονικό τετράπλευρο είναι το ΑΒΓΕ. Θα δείξουμε ότι και το αντίστοιχο του τετράπλευρο ΔΕΖΒ είναι αρμονικό, αν ΑΔ∩∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ
[image: image137.wmf]∈

δίσκο (Ο,R). 
Πραγματικά, σύμφωνα με το Λήμμα 3 (3η Βοηθητική Πρόταση), για την Κεντ. Δέσμη ΚΑ, ΚΒ, ΚΓ, είναι:               
[image: image138.wmf]ΒΓ

ΑΒ

.
[image: image139.wmf]ΕΑ

ΓΕ

=
[image: image140.wmf]ΕΖ

ΔΕ

.
[image: image141.wmf]ΒΔ

ΖΒ

.                                   (8).

Εξάλλου, επειδή από την υπόθεση το τετράπλευρο ΑΒΓΕ, είναι αρμονικό, θα είναι:  ΑΒ.ΓΕ=ΒΓ.ΕΑ  ή  
[image: image142.wmf]ΒΓ

ΑΒ

.
[image: image143.wmf]ΕΑ

ΓΕ

=1.                                                                  (9).

Επομένως, η σχέση (8), λόγω της (9), γίνεται:   
[image: image144.wmf]ΕΖ

ΔΕ

.
[image: image145.wmf]ΒΔ

ΖΒ

=1  ή  ΔΕ.ΖΒ=ΕΖ.ΒΔ.

Η τελευταία σχέση σημαίνει ότι και το τετράπλευρο ΔΕΖΒ είναι αρμονικό κτλ.

Παρατηρήσεις. .
(α). Η Πρόταση αυτή έχει καταχωρηθεί στο βιβλίο μας [2] [§ 2α(48). 
β).Το ίδιο συμβαίνει προφανώς και αν τ0 ΔΕΖΒ είναι αρμονικό, τότε αρμονικό θα είναι και το ΑΒΓΕ.
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ε. Λήμμα 5 (5η Βοηθητική Πρόταση). 
2α(53). Κάθε εγγεγραμμένο σε κύκλο (Ο,R) κυρτό εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ με συντρέχουσες διαγώνιες (κύριες) και του οποίου πχ η διαγώνιος ΒΕ περνά από την τομή δύο απέναντι πλευρών του Α2≡ΑΖ∩ ΓΔ, έχει αρμονικά τα δύο τετράπλευρα ΑΒΓΕ και ΔΕΖΒ και αντίστροφα.
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Σχήμα 4.

Απόδειξη (Σχήματα 5).
(1). Ευθύ.

Πραγματικά, επειδή από την υπόθεση είναι ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ, σύμφωνα με το ευθύ του Λήμματος 3, για την Κεντρική Δέσμη ΚΑ, ΚΒ, ΚΓ, θα είναι:

[image: image146.wmf]ΒΓ
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.
[image: image147.wmf]ΕΑ
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=
[image: image148.wmf]ΕΖ
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.
[image: image149.wmf]ΒΔ

ΖΒ

.                           (1).

Ακόμη, σύμφωνα με το παραπάνω Λήμμα 3, επειδή Α2=ΑΖ∩ΒΕ∩ΓΔ (υπόθεση) για την Κεντρική Δέσμη Α2Α, Α2Β, Α2Γ, θα είναι: 

[image: image150.wmf]ΒΓ
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.
[image: image151.wmf]ΕΑ
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[image: image152.wmf]ΕΔ
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.
[image: image153.wmf]ΒΖ

ΔΒ

.                         (2).

Από τις σχέσεις (1), (2) 
[image: image154.wmf]⇒
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 EMBED Equation.3  [image: image160.wmf]ΕΖ
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[image: image162.wmf]⇒

  

ΔΕ.ΖΒ=ΕΖ.ΒΔ.                                   (3).

Άρα, η σχέση (1), λόγω της (3), γίνεται: ΑΒ.ΓΕ=ΒΓ.ΕΑ.                                   (4).

Οι σχέσεις (3) και (4), όπως είναι γνωστό [5], σημαίνουν ότι τα τετράπλευρα ΔΕΖΒ και ΑΒΓΕ, είναι αρμονικά.
(2). Αντίστροφο.
Δηλαδή, αν το δοσμένο κυρτό εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ, έχει αρμονικά πχ τα δύο τετράπλευρα ΑΒΓΕ και ΔΕΖΒ, τότε θα είναι ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ και Α2=ΑΖ∩ΒΕ∩ΓΔ.

Πραγματικά, επειδή τα τετράπλευρα ΑΒΓΕ και ΔΕΖΒ είναι αρμονικά από την 
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υπόθεση, θα έχουν: 
[image: image163.wmf]ΒΓ
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[image: image165.wmf]ΕΖ
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[image: image167.wmf]⇒



 EMBED Equation.3  [image: image168.wmf]ΒΓ
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[image: image169.wmf]ΕΑ
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=
[image: image170.wmf]ΕΖ

ΔΕ

.                      (5). 

Η τελευταία σχέση, σύμφωνα με το αντίστροφο του παραπάνω Λήμματος 3,σημαίνει ότι είναι: ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ.

Εξάλλου, επειδή το τετράπλευρο ΔΕΖΒ 

είναι αρμονικό (υπόθεση), θα είναι: ΔΕ.ΖΒ=ΕΖ.ΒΔ ή  
[image: image171.wmf]ΕΔ

ΖΕ

.
[image: image172.wmf]ΒΖ

ΔΒ

=1.                   (6).

Επίσης, επειδή και το τετράπλευρο ΑΒΓΕ είναι αρμονικό (υπόθεση), θα είναι: 
[image: image173.wmf]ΒΓ
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.
[image: image174.wmf]ΕΑ
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=1.                                                                                                            (7).
Από τις σχέσεις (6), (7) 
[image: image175.wmf]⇒
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[image: image178.wmf]ΕΔ
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.
[image: image179.wmf]ΒΖ

ΔΒ

.                                                   (8).
Η τελευταία σχέση, σύμφωνα με το αντίστροφο του παραπάνω Λήμματος 3,σημαίνει ότι είναι: Α2=ΑΖ∩ΒΕ∩ΓΔ.

Παρατηρήσεις. .
(α). Μία άλλη διατύπωση του Λήμματος 5, είναι:

«Δύο κυρτά εγγεγραμμένα σε κύκλο τετράπλευρα, τα οποία έχουν μία διαγώνιό τους κοινή και είναι ομολογικά σε δύο ομολογίες που τα δύο κέντρα ομολογίας τους ανήκουν στην κοινή διαγώνιό τους, είναι αρμονικά και αντίστροφα».

(β). Η Πρόταση αυτή έχει καταχωρηθεί στο βιβλίο μας [2] [§ 2α(53).
(γ). Το παραπάνω Λήμμα 5 απεδείχθη πολύτιμο για την απόδειξη Προτάσεων και ιδιαίτερα για Προτάσεις που αφορούν Αρμονικά Εξάπλευρα.

στ. Λήμμα 6 (6η Βοηθητική Πρόταση). 

Επέκταση του Θεωρήματος του Νεύτωνα και στα Εξάπλευρα.

{Ειδική περίπτωση της Πρότασης 1δ(2) του [2]}

10ι(133). Αν οι κύριες διαγώνιες εγγεγραμμένου εξάπλευρου σε κύκλο συντρέχουν σε ένα σημείο, τότε το σημείο αυτό συμπίπτει με το σημείο Brianchon {[5]( § 11-11)}, του αντίστοιχου περιγεγραμμένου του.
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Απόδειξη (Σχήματα 6).
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Σχήμα 5.

Αν δηλαδή δίνονται δύο αντίστοιχα εξάπλευρα το ΑΒΓΔΕΖ εγγεγραμμένο σε κύκλο (Ο, R) και το Α'Β'Γ'Δ'Ε'Ζ' περιγεγραμμένο στον ίδιο κύκλο, έτσι ώστε Α
[image: image180.wmf]∈

Α'Ζ', Β
[image: image181.wmf]∈

Α'Β', …και είναι: ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ, θα δείξουμε ότι είναι  και 

Α'Δ'∩Β'Ε'∩Γ'Ζ'≡Κ. Δηλαδή το Κ είναι το σημείο Brianchon, του Α'Β'Γ'Δ'Ε'Ζ'. Πραγματικά, σύμφωνα με το γνωστό Θεωρήμα του Νεύτωνα {Βιβλία [4] (§ 1274, [6] (άσκηση 1495), [2] Πρόταση 2β(2), όπου δίνεται μία νέα απόδειξη}, στα αντίστοιχα τετράπλευρα ΑΒΔΕ εγγεγραμμένο και Α'Η'Δ'Θ' (όπου Η'≡Α'Β'∩Γ'Δ', Θ'≡Α'Ζ'∩Δ'Ε'), οι διαγώνιές τους θα περνούν από την τομή των ΑΔ και ΒΕ που είναι το Κ. Δηλαδή, με άλλα λόγια η Α'Δ' περνά από το Κ (όπως και η Η'Θ').
Με τον ίδιο τρόπο αποδεικνύουμε ότι και οι Β'Ε', Γ'Ζ' περνούν από το Κ. 

Συνεπώς βλέπουμε ότι οι διαγώνιες Α'Δ', Β'Ε', Γ'Ζ' περνούν από το Κ, το οποίο ως γνωστό είναι το σημείο Brianchon { [5]( § 11-11)}, του εξάπλετρου Α'Β'Γ'Δ'Ε'Ζ'.

Παρατηρήσεις. 
(α). Εύκολα διαπιστώνουμε ότι το αντίστροφο του Λήμματος 6 δεν αληθεύει, καθώς, ως γνωστό, τα περιγεγραμμένα σε κύκλο εξάπλευρα, έχουν πάντοτε συντρέχουσες διαγώνιες στο σημείο Brianchon.
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(β). Γενίκευση της Πρότασης 10ι(133), για ν-πλευρά, δίνουμε στην § 1δ(2) του βιβλίου [2). Και οι δύο Προτάσεις αυτές αποτελούν προφανώς γενίκευση του Θεωρήματος του Νεύτωνα.

(γ). Η Πρόταση 10ι(133) αληθεύει και σε μη κυρτά τετράπλευρα.                                     (δ). Η Πρόταση αυτή έχει καταχωρηθεί στο βιβλίο μας [2] [§ 10ι(133) (τόμος 10).
 (ε). Το παραπάνω Λήμμα 6 απεδείχθη πολύτιμο για την απόδειξη Προτάσεων και ιδιαίτερα για Προτάσεις που αφορούν Αρμονικά Εξάπλευρα.
                                                                                        Θεσσαλονίκη  23-12-2910. 

                                                                                                Νίκος Κυριαζής.
(Με το συνημμένο μου 79, θα ακολουθήσει το Β' Μέρος της εργασίας, για να είμαστε εντάξει και με τον Κανονισμό του mathematica).
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