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(Με το συνημμένο μου 79, δίνω παρακάτω και το Β' Μέρος της εργασίας μου στα Απλά Αρμονικά Εξάπλευρα).

5. ΚΥΡΙΩΣ ΜΕΡΟΣ.
Ιδιότητες Αρμονικών Εξάπλευρων (Προτάσεις, Κριτήρια Αρμονικότητας, Κατασκευές).
α.  1η Πρόταση Αρμονικών Εξάπλευρων.
(Σύγκλιση Διαγωνίων Αρμονικών Εξάπλευρων).
2α(46). Οι διαγώνιες (κύριες), των Αρμονικών Εξάπλευρων, συντρέχουν.

Απόδειξη (Σχήμα 4). 

1ος Τρόπος (Με βάση το Λήμμα 3).
Θεωρούμε Αρμονικό Εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ. Θα δείξουμε ότι: ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ,  (1).

Επειδή το δοσμένο εξάπλευρο είναι αρμονικό (υπόθεση), σύμφωνα  με τον ορισμό (§ 2 α παραπάνω), θα έχει αρμονικά πχ και τα τετράπλευρα ΑΒΓΕ και ΔΕΖΒ, οπότε σύμφωνα με γνωστό Θεώρημα [5], θα είναι:
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Η τελευταία σχέση, σύμφωνα με το Λήμμα 3 (αντίστροφο), σημαίνει ότι αληθεύει η σχέση 1.
2ος Τρόπος (Με βάση το Λήμμα 5).
Επειδή το δοσμένο εξάπλευρο είναι αρμονικό (υπόθεση), σύμφωνα  με τον ορισμό (§ 2 α παραπάνω), θα έχει αρμονικά πχ και τα τετράπλευρα ΑΒΓΕ και ΔΕΖΒ οπότε σύμφωνα με το Λήμμα 5 (αντίστροφο), θα αληθεύει η σχέση (1), (αλλά και ΑΖ∩ΒΕ∩ΓΔ≡Α2).

Παρατηρήσεις. 
(α). Η Πρόταση 2α(46) έχει καταχωρηθεί στο βιβλίο μας [2] [§ 2α(46), όπου δίνουμε πέντε ακόμη τρόπους απόδειξής της.
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(β). Την Πρόταση αυτή, έχουμε δημοσιεύσει στο περιοδικό ΔΙΑΣΤΑΣΗ της ΕΜΕ (τεύχος 3-4 /1998, σελίδα 33).

(γ). Είναι φανερό ότι στο  ίδιο αποτέλεσμα φθάνουμε, αν θεωρήσουμε τα ζεύγη των τετράπλευρων:  ΓΔΕΑ-ΖΑΒΔ ή ΕΖΑΓ-ΒΓΔΖ, των οποίων τα τετράπλευρα είναι αρμονικά (ορισμός, § 2β παραπάνω).
(δ). Είναι προφανές ότι για την Πρόταση 2α(46), δεν αληθεύει το αντίστροφο.

β.  2η Πρόταση Αρμονικών Εξάπλευρων.
10 Κριτήριο Αρμονικότητας Εγγεγραμμένων Εξάπλευρων.

2α(51). Αν ένα κυρτό εγγεγραμμένο σε κύκλο εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ έχει αρμονικά τα τετράπλευρα ΑΒΓΕ, ΓΔΕΑ, ΕΖΑΓ, ή ΒΓΔΖ, ΔΕΖΒ, ΖΑΒΔ, τότε και μόνο τότε το εξάπλευρο αυτό είναι αρμονικό.

Απόδειξη (Σχήμα 4).

(1). Ευθύ.
Θεωρούμε Αρμονικό Εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ. Θα δείξουμε ότι τούτο έχει αρμονικά 
τα τετράπλευρα:   ΑΒΓΕ, ΓΔΕΑ, ΕΖΑΓ ή ΒΓΔΖ, ΔΕΖΒ, ΖΑΒΔ.                          (1).

Σύμφωνα με τον ορισμό των Αρμονικών Εξάπλευρων, αρμονικά είναι όλα τα τετράπλευρα της (1), οπότε, είναι φανερό, ότι τούτο αληθεύει. 
(2). Αντίστροφο.

Δηλαδή, αν το δοσμένο εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ είναι κυρτό, εγγεγραμμένο σε κύκλο (Ο, R) και έχει αρμονικά τα τετράπλευρα μιας τριάδας τετραπλεύρων της (1), τότε το εξάπλευρο αυτό είναι αρμονικό.

Θεωρούμε πχ ότι το τετράπλευρο αυτό έχει αρμονικά τα τετράπλευρα ΑΒΓΕ, ΓΔΕΑ, ΕΖΑΓ. Θα δείξουμε ότι τούτο είναι αρμονικό.

Σύμφωνα με γνωστό Θεώρημα, για τα αρμονικά τετράπλευρα ΑΒΓΕ, ΓΔΕΑ, ΕΖΑΓ, θα είναι αντίστοιχα: 
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Η σχέση (2), σύμφωνα με το Λήμμα 1, σημαίνει ότι: ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ.               (3).
Ακόμη, επειδή αληθεύει η (3) και τα τετράπλευρα:  ΑΒΓΕ, ΓΔΕΑ, ΕΖΑΓ, είναι αρμονικά (υπόθεση), σύμφωνα με το παραπάνω Λήμμα 4, αρμονικά θα είναι 
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αντίστοιχα και τα τετράπλευρα ΔΕΖΒ, ΖΑΒΔ, ΒΓΔΖ.  Συνεπώς, όλα τα τετράπλευρα της (1), είναι αρμονικά, οπότε σύμφωνα με τον σχετικό ορισμό, το δοσμένο εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ είναι αρμονικό.

Συμπέρασμα.
Μετά την παραπάνω  2η Πρόταση Αρμονικών Εξάπλευρων (10 Κριτήριο Αρμονικότητας Εγγεγραμμένων Εξάπλευρων), εξάγεται το συμπέρασμα: Κάθε 

κυρτό εξάπλευρο εγγεγραμμένο σε κύκλο (Ο, R) είναι αρμονικό, αν αρμονικά είναι τα τετράπλευρα τουλάχιστον μιας τριάδας τετραπλεύρων της (1). 

Συνεπώς, στο εξής μπορούμε να χρησιμοποιούμε για τα Αρμονικά Εξάπλευρα, τον παρακάτω Ορισμό:

 «Αρμονικό εξάπλευρο ονομάζεται κάθε κυρτό εγγράψιμο σε κύκλο εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ, αν έχει αρμονικά τα τετράπλευρα μιας τουλάχιστον τριάδας τετραπλεύρων από τις δύο τριάδες τετράπλευρων: ΑΒΓΕ, ΓΔΕΑ, ΕΖΑΓ ή  ΒΓΔΖ, ΔΕΖΒ, ΖΑΒΔ».
                                                                                                                                           Παρατηρήσεις.
(α). Η Πρόταση 2α(51) έχει καταχωρηθεί στο βιβλίο μας [2] [§ 2α(51).

(β). Στο ίδιο αποτέλεσμα φθάνουμε προφανώς και αν ληφθεί ότι αρμονικά είναι τα τετράπλευρα    ΒΓΔΖ, ΔΕΖΒ, ΖΑΒΔ.

(γ). Το παραπάνω 10 Κριτήριο Αρμονικότητας Εγγεγραμμένων Εξάπλευρων, είναι πολύ σημαντικό, γιατί μας επιτρέπει να έχουμε έναν απλούστερο ΟΡΙΣΜΟ, από τον αρχικό μας, ορισμό, για τα Αρμονικά Εξάπλευρα.

γ.  3η Πρόταση Αρμονικών Εξάπλευρων.
20 Κριτήριο Αρμονικότητας Εγγεγραμμένων Εξάπλευρων.

2α(47). Αν κυρτού εγγεγραμμένου σε κύκλο εξάπλευρου, οι τρεις διαγώνιές του (κύριες), είναι αντίστοιχα οι φορείς των συμμετροδιάμεσων τουλάχιστον του ενός από τα δίδυμα τρίγωνα του εξάπλευρου αυτού, τότε και μόνο τότε το εξάπλευρο αυτό είναι αρμονικό.
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Απόδειξη (Σχήμα 4).

(1). Ευθύ.
Θεωρούμε Αρμονικό Εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ, με ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ. Θα δείξουμε ότι οι ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ, είναι οι φορείς  των συμμετροδιάμεσων των δίδυμων τριγώνων ΑΓΕ και ΒΔΖ.

Πραγματικά, σύμφωνα με τον ορισμό των Αρμονικών Εξάπλευρων,  αρμονικό 
θα είναι και το τετράπλευρο ΓΔΕΑ, οπότε, σύμφωνα με γνωστό Θεώρημα [5], οι διαγώνιές του ΑΔ, ΓΕ, του τετράπλευρου αυτού, θα είναι συζυγείς.
Άρα βλέπουμε ότι η ΑΔ είναι συζυγής με την πλευρά ΓΕ του τριγώνου ΑΓΕ, οπότε η ΑΔ θα είναι ο φορέας της συμμετροδιάμεσου του ίδιου τριγώνου (αντίστροφο του Λήμματος 2).

Όμοια βρίσκουμε ότι στο αρμονικό τετράπλευρο ΖΑΒΔ η ΑΔ είναι συζυγής με την πλευρά ΒΖ του τριγώνου ΔΒΖ, οπότε η ΑΔ θα είναι ο φορέας της συμμετροδιάμεσου του τριγώνου ΔΒΖ.

Με όμοιο τρόπο εργαζόμενοι, βρίσκουμε ότι αληθεύουν και τα υπόλοιπα ζητούμενα.

Συνεπώς, βλέπουμε ότι οι ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ είναι συμμετροδιάμεσοι και των δύο τριγώνων ΑΓΕ και ΒΔΖ (φορείς).

(2). Αντίστροφο.

Δηλαδή, αν το δοσμένο εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ είναι κυρτό, εγγεγραμμένο σε κύκλο (Ο, R) και οι διαγώνιές του ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ είναι συμμετροδιάμεσοι (φορείς) πχ του δίδυμου τριγώνου ΑΓΕ ή ΒΔΖ, τότε το εξάπλευρο αυτό είναι αρμονικό.

Πραγματικά, αν οι ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ είναι συμμετροδιάμεσοι (φορείς) πχ του δίδυμου τριγώνου ΑΓΕ, τότε σύμφωνα με το Λήμμα 2 (αντίστροφο), τα ζεύγη ΑΔ-ΓΕ, ΒΕ-ΑΓ, ΓΖ-ΕΑ θα είναι συζυγή. Έτσι, σύμφωνα με γνωστό Θεώρημα [5], τα τετράπλευρα ΓΔΕΑ, ΕΖΑΓ, ΑΒΓΕ θα είναι αρμονικά, οπότε σύμφωνα την Πρόταση 2 (αντίστροφο) Αρμονικών Εξάπλευρων (20 Κριτήριο) το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ είναι αρμονικό. 

Στο ίδιο αποτέλεσμα φθάνουμε και όταν μας δίνεται ότι οι ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ είναι συμμετροδιάμεσοι (φορείς) του δίδυμου τριγώνου ΒΔΖ.
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Πόρισμα 1.
Οι τρεις κορυφές κάθε τριγώνου και οι τρεις τομές των συμμετροδιάμεσων του με τον περιγεγραμμένο του κύκλο αποτελούν κορυφές Αρμονικού Εξάπλευρου.
                                                                                                                                            Απόδειξη (Σχήμα 4).

Θεωρούμε το τρίγωνο ΑΓΕ. Αν οι συμμετροδιάμεσοι του τέμνουν τον περιγεγραμμένο τους κύκλο στα σημεία Δ, Ζ, Β αντίστοιχα, τότε το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ είναι αρμονικό.

Η απόδειξη τούτου προφανώς, είναι άμεση συνέπεια του αντίστροφου της παραπάνω Πρότασης 3 των Αρμονικών Εξάπλευρων (20 Κριτήριο).
Πόρισμα 2.
30 Κριτήριο Αρμονικότητας Εγγεγραμμένων Εξάπλευρων.

8ι(89). Αν σε κυρτό εγγεγραμμένο σε κύκλο εξάπλευρο, με συντρέχουσες διαγώνιες, το σημείο σύγκλισης των διαγωνίων του είναι σημείο Lemoine του ενός τουλάχιστον από τα δίδυμα τρίγωνά του, τότε και μόνο τότε το εξάπλευρο αυτό είναι αρμονικό.

Απόδειξη (Σχήμα 4).

(1). Ευθύ.
Θεωρούμε Αρμονικό Εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ, με ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ. Θα δείξουμε ότι το Κ είναι το σημείο Lemoine των τριγώνων ΑΓΕ, ΒΔΖ.

Σύμφωνα με το ευθύ του Κριτηρίου 2, οι ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ, είναι οι φορείς  των συμμετροδιάμεσων των τριγώνων ΑΓΕ, ΒΔΖ, οπότε το σημείο σύγκλισης τους Κ, είναι το σημείο Lemoine και των δύο τριγώνων ΑΓΕ, ΒΔΖ.

(2). Αντίστροφο.

Δηλαδή, αν σε δοσμένο κυρτό εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ, εγγεγραμμένο σε κύκλο (Ο, R), είναι ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ και το Κ είναι το σημείο Lemoine του τριγώνου ΑΓΕ ή του ΒΔΖ, θα δείξουμε ότι το εξάπλευρο αυτό είναι αρμονικό.

Αν πχ το Κ είναι το σημείο Lemoine του τριγώνου ΑΓΕ, τότε οι ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ, που περνούν από το Κ, θα είναι και συμμετροδιάμεσοι του τριγώνου ΑΓΕ, οπότε 
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σύμφωνα με το αντίστροφο του Κριτηρίου 2, το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ είναι αρμονικό. 
Παρατήρηση.
Είναι προφανές ότι η απόδειξη του 3ου Κριτηρίου, μπορεί να βασισθεί και στο Λήμμα 2.
δ.  4η Πρόταση Αρμονικών Εξάπλευρων.
40 Κριτήριο Αρμονικότητας Εγγεγραμμένων Εξάπλευρων.

         Αν σε κυρτό εγγεγραμμένο σε κύκλο εξάπλευρο, οι τρεις διαγώνιές του (κύριες), περνούν ανά μία αντίστοιχα από τρεις μη διαδοχικές κορυφές του εξάπλευρου που έχει κορυφές τις έξι τομές των μία παρά μία πλευρών του αντίστοιχου περιγεγραμμένου εξάπλευρου του δοσμένου εγγεγραμμένου εξάπλευρου, τότε και μόνο τότε το εξάπλευρο αυτό είναι αρμονικό.
[image: image1.wmf]ΒΓ
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Απόδειξη (Σχήμα 7 ).

(1). Ευθύ. 
Θεωρούμε Αρμονικό Εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ, με ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ και του οποίου αν Α'Β'Γ'Δ'Ε'Ζ' είναι το αντίστοιχο περιγεγραμμένο του εξάπλευρο, με τον (Ο, R) αντίστοιχο κύκλο (Α
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Ζ'Α', Β
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Α'Β', …), Α'1≡Ζ'Α'∩Β'Γ', Β'1≡Α'Β'∩Γ'Β',…            Ζ'1≡Ε'Ζ'∩Α'Β', θα δείξουμε ότι: 
Α'1
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ΒΕ, Γ'1
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ΑΔ, Ε'1
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ΓΖ  και  Β'1
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ΓΖ, Δ'1
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ΒΕ, Ζ'1
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ΑΔ.                                 (1).

Πραγματικά, επειδή το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ είναι αρμονικό, αρμονικό θα είναι θα είναι πχ και το τετράπλευρο ΑΒΓΕ (αρχικός ορισμός Αρμονικoύ Εξάπλευρου), οπότε, σύμφωνα με γνωστό Θεώρημα [5], οι διαγώνιές του  ΒΕ, ΑΓ θα είναι συζυγείς και άρα η ΒΕ θα περνά από τον πόλο Α'1 της ΑΓ ή Α'1
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ΒΕ. 
Όμοια βρίσκουμε ότι αληθεύουν και τα υπόλοιπα ζητούμενα ή ότι είναι και:  Γ'1
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ΑΔ, Ε'1
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ΓΖ, Β'1
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ΓΖ, Δ'1
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ΒΕ, Ζ'1
[image: image33.wmf]∈

ΑΔ*.

(2). Αντίστροφο.
Δηλαδή, αν στο δοσμένο εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ που είναι κυρτό, εγγεγραμμένο σε κύκλο (Ο, R), είναι: Α'1
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ΒΕ, Γ'1
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ΑΔ, Ε'1
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ΓΖ,  ή  Β'1
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ΓΖ, Δ'1
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ΒΕ, Ζ'1
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ΑΔ, θα δείξουμε ότι το ΑΒΓΔΕΖ είναι αρμονικό εξάπλευρο,
Πραγματικά, αν πχ είναι: Α'1
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ΒΕ, Γ'1
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ΑΔ, Ε'1
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ΓΖ, τότε επειδή τα Α'1, Γ'1, Ε'1, είναι προφανώς οι πόλοι των ΑΓ, ΓΕ, ΕΑ αντίστοιχα, τα ζεύγη ΒΕ-ΑΓ, ΑΔ-ΓΕ, ΓΖ-ΑΕ θα είναι συζυγή, οπότε σύμφωνα με γνωστό Θεώρημα [5], τα τετράπλευρα ΑΒΓΕ, ΓΔΕΑ, ΕΖΑΓ, θα είναι αρμονικά. 
Συνεπώς, σύμφωνα με το αντίστροφο της παραπάνω 2ης Πρότασης Αρμονικών Εξάπλευρων (10 Κριτήριο), το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ είναι αρμονικό. 

Όμοια αποδεικνύουμε ότι αρμονικό θα είναι το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ και όταν Β'1
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ΓΖ, Δ'1
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ΒΕ, Ζ'1
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ΑΔ.

Σημείωση.
*Από τα παραπάνω γίνεται φανερό ότι για αρμονικό εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ, οι Α'1ΒΕΔ'1, Β'1ΓΖΕ'1, Γ'1ΔΑΖ'1, είναι ευθείες.
Ακόμη εύκολα διαπιστώνουμε ότι σε κάθε αρμονικό εξάπλευρο, τα σημεία  Gergonne των δύο ζευγών αντιστοίχων τριγώνων ΑΓΕ-Α'1Γ'1Ε'1 και ΒΔΖ-Β'1Δ'1Ζ'1, συμπίπτουν με το κοινό σημείο σύγκλισης των διαγώνιων του αρμονικού εξάπλευρου.
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Πόρισμα.
7ι(211). Οι τρεις κορυφές κάθε τριγώνου και οι τρεις τομές των τριών σεβιανών Gergonne (§ 2στ) του αντίστοιχού του τριγώνου, με τον αντίστοιχό τους κύκλο,

αποτελούν κορυφές Αρμονικού Εξάπλευρου.
                                                                                                                                   Απόδειξη (Σχήμα 7).

Θεωρούμε το τρίγωνο ΑΓΕ και  το αντίστοιχο του τριγώνου Α'1Γ'1Ε'1 (όπου
Α
[image: image46.wmf]∈

Α'1Ε'1, Γ
[image: image47.wmf]∈

 Α'1Γ'1, Ε
[image: image48.wmf]∈

 Γ'1Ε'1) με αντίστοιχο κύκλο τον (Ο, R). Αν Β≡ΕΑ'1∩(Ο,
R), Δ≡ΑΓ'1∩(Ο, R), Ζ≡ΓΕ'1∩(Ο, R), τότε το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ είναι αρμονικό.
Η απόδειξη τούτου προφανώς, είναι άμεση συνέπεια του αντίστροφου της παραπάνω Πρότασης 4 των Αρμονικών Εξάπλευρων (40 Κριτήριο).
ε.  5η Πρόταση Αρμονικών Εξάπλευρων.
50 Κριτήριο Αρμονικότητας Εγγεγραμμένων Εξάπλευρων.

2α(50). Αν σε κυρτό εγγεγραμμένο σε κύκλο (Ο, R), εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ, που έχει τις διαγώνιές του (κύριες) συντρέχουσες και δύο τουλάχιστον από τα έξι τετράπλευρά του ΑΒΓΕ, ΒΓΔΖ, ΓΔΕΑ, ΔΕΖΒ, ΕΖΑΓ, ΖΑΒΔ, είναι αρμονικά, εκτός από τα ζεύγη εκείνα των οποίων τα δύο τετράπλευρα έχουν κοινή διαγώνιό τους μία από τις διαγώνιες του δοσμένου εξάπλευρου*, τότε και μόνο τότε το εξάπλευρο αυτό είναι αρμονικό.
                                                                                                                                   Απόδειξη (Σχήμα 4).

Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις:

1η  Περίπτωση.
Τα δύο αρμονικά τετράπλευρα ανήκουν μόνο σε μια από τις δύο τριάδες τετράπλευρων: ΑΒΓΕ-ΓΔΕΑ-ΕΖΑΓ, ή ΔΕΖΒ-ΖΑΒΔ-ΒΓΔΖ.                                (1).
(1). Ευθύ. 
Θεωρούμε Αρμονικό Εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ. Θα δείξουμε ότι ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ και ότι όλα τα ζεύγη τετράπλευρων που προκύπτουν από την (1), είναι αρμονικά.
Σημείωση.
*Δηλαδή, εξαιρούνται τα ζεύγη τετραπλεύρων: ΑΒΓΕ-ΔΕΖΒ, ΓΔΕΑ-ΖΑΒΔ, ΕΖΑΓ-ΒΓΔΖ.
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Πραγματικά, επειδή το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ είναι αρμονικό θα είναι 
ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ (1η Πρόταση Αρμονικών Εξάπλευρων).
Ακόμη, σύμφωνα με τον αρχικό ορισμό των Αρμονικών Εξάπλευρων, όλα τα τετράπλευρα της (1), είναι αρμονικά.
Συνεπώς, αρμονικά θα είναι και τα ζεύγη των τετράπλευρων της 1ης Περίπτωσης.
(2). Αντίστροφο.

Δηλαδή, αν στο δοσμένο εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ που είναι κυρτό, εγγεγραμμένο σε κύκλο (Ο, R) και έχει ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ και του οποίου πχ τα τετράπλευρα ΕΖΑΓ και ΑΒΓΕ είναι αρμονικά. Θα δείξουμε ότι το ΑΒΓΔΕΖ είναι αρμονικό εξάπλευρο.

Αρκεί να αποδείξουμε ότι και το τετράπλευρό του ΓΔΕΑ είναι αρμονικό [αντίστροφο της 2ης Πρότασης Αρμονικών Εξάπλευρων (Κριτήριο 1)].
1ος Τρόπος.
Πραγματικά. αφού τα τετράπλευρα ΕΖΑΓ και ΑΒΓΕ είναι αρμονικά, τα ζεύγη των ΓΖ-ΑΕ και ΒΕ-ΑΓ θα είναι συζυγή ως προς τον κύκλο (Ο, R) και επομένως οι ΓΖ και ΕΒ είναι συμμετροδιάμεσοι του τριγώνου ΑΓΕ (αντίστροφο του Λήμματος 2) και άρα η τομή τους ΓΖ∩ΕΒ≡Κ συμπίπτει με το σημείο Lemoine του ίδιου τριγώνου.

Εξάλλου, από την υπόθεση και η ΑΔ περνά από το Κ. Τούτο φανερώνει ότι η ΑΔ είναι η τρίτη συμμετροδιάμεσος του τριγώνου αυτού. Άρα η ΑΔ θα είναι συζυγής με την τρίτη πλευρά ΓΕ του τριγώνου αυτού, καθώς η ΑΔ είναι συμμετροδιάμεσος του τριγώνου ΑΓΕ (ευθύ του Λήμματος 2). Τούτο σημαίνει ότι και το τετράπλευρο ΓΔΕΑ είναι αρμονικό, οπότε και το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ θα είναι αρμονικό [αντίστροφο της 2ης Πρότασης Αρμονικών Εξάπλευρων (Κριτήριο 1)].
2ος Τρόπος.
Επειδή, από την υπόθεση είναι ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ, σύμφωνα με το Λήμμα 1, θα είναι: 
[image: image49.wmf].
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                                                                                         (2).

Ακόμη, επειδή από την υπόθεση τα τετράπλευρα ΑΒΓΕ και ΕΖΑΓ είναι αρμονικά, θα είναι: 
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[image: image50.wmf]ΒΓ
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Έτσι, η σχέση (2) λόγω των (3), γίνεται: 
[image: image54.wmf]1
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 ή ΑΕ.ΓΔ=ΔΕ.ΓΑ.

Η τελευταία σχέση φανερώνει ότι το τετράπλευρο ΓΔΕΑ είναι αρμονικό, οπότε και το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ θα είναι αρμονικό [αντίστροφο της 2ης Πρότασης Αρμονικών Εξάπλευρων (Κριτήριο 1)].
2η  Περίπτωση.
Τα δύο αρμονικά τετράπλευρα ανήκουν από ένα σε κάθε μία από 

τις δύο τριάδες τετράπλευρων: ΑΒΓΕ-ΓΔΕΑ-ΕΖΑΓ,  ΔΕΖΒ-ΖΑΒΔ-ΒΓΔΖ.      (4).
(1). Ευθύ. 
Θεωρούμε Αρμονικό Εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ. Θα δείξουμε ότι ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ και 

ότι όλα τα ζεύγη τετράπλευρων που προκύπτουν από την (4), είναι αρμονικά.

Πραγματικά, επειδή το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ είναι αρμονικό θα είναι ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ (1η Πρόταση Αρμονικών Εξάπλευρων).

Ακόμη, σύμφωνα με τον αρχικό ορισμό των Αρμονικών Εξάπλευρων, όλα τα τετράπλευρα της (4), είναι αρμονικά.
Συνεπώς, αρμονικά θα είναι και τα ζεύγη των τετράπλευρων της 2ης Περίπτωσης.
(2). Αντίστροφο.

Δηλαδή, αντί των τετράπλευρων ΕΖΑΓ και ΑΒΓΕ που λάβαμε αρμονικά στην 1η Περίπτωση, εδώ δίνεται πχ ότι αρμονικά είναι τα τετράπλευρα ΕΖΑΓ και ΔΕΖΒ.
Επειδή, από την υπόθεση είναι ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ, σύμφωνα με το Λήμμα 4, αρμονικό θα είναι πχ και το τετράπλευρο ΑΒΓΕ, καθώς το ΔΕΖΒ είναι αρμονικό (υπόθεση).

Έτσι, παρατηρούμε ότι το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ θα έχει ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ και αρμονικά τα τετράπλευρα ΕΖΑΓ και ΑΒΓΕ, οπότε η 2η Περίπτωση, ανάγεται στην 1η Περίπτωση.
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στ.  6η Πρόταση Αρμονικών Εξάπλευρων.
60 Κριτήριο Αρμονικότητας Εγγεγραμμένων Εξάπλευρων.

2α(55). Αν κυρτό εγγεγραμμένο σε κύκλο (Ο, R) εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ, έχει τις διαγώνιές του (κύριες) συντρέχουσες και δύο τουλάχιστον από τις διαγώνιές του αυτές περνούν ανά μία από μια κορυφή του εξάπλευρου Α'1Β'1Γ'1Δ'1Ε'1Ζ'1 

που έχει κορυφές τις έξι μία παρά μία τομές των πλευρών του αντίστοιχου περιγεγραμμένου εξάπλευρου Α'Β'Γ'Δ'Ε'Ζ' του δοσμένου εξάπλευρου ΑΒΓΔΕΖ, εκτός από τα τρία ζεύγη απέναντι κορυφών του εξάπλευρου Α'1Β'1Γ'1Δ'1Ε'1Ζ'1*,τότε και μόνο τότε το εξάπλευρο αυτό είναι αρμονικό.
                                                                                                                                   Απόδειξη (Σχήμα 7).

(1). Ευθύ. 
Θεωρούμε Αρμονικό Εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ, με  ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ, εγγεγραμμένο σε 

κύκλο (Ο, R) και το αντίστοιχό του περιγεγραμμένο εξάπλευρο του Α'Β'Γ'Δ'Ε'Ζ' 

((Α
[image: image55.wmf]∈

Ζ'Α', Β
[image: image56.wmf]∈

Α'Β', …). Αν Α'1≡Ζ'Α'∩Β'Γ', Β'1≡Α'Β'∩Γ'Δ',… Ζ'1≡Ε'Ζ'∩Α'Β', τότε θα δείξουμε ότι:  Α'1 - Δ'1
[image: image57.wmf]∈

 ΒΕ, Β'1-Ε'1
[image: image58.wmf]∈

ΓΖ, Γ'1- Ζ'1
[image: image59.wmf]∈

ΑΔ,  , ή  ΒΕ≡Α'1 Δ'1, ΓΖ≡Β'1 Ε'1,
ΑΔ≡Γ'1 Ζ'1 (οι φορείς τους).

Επειδή τότε τα τετράπλευρα ΑΒΓΕ, ΒΓΔΖ, ΓΔΕΑ, ΔΕΖΒ, ΕΖΑΓ, ΖΑΒΔ, θα είναι αρμονικά (ορισμός Αρμονικών Εξάπλευρων), θα είναι πχ οι ΒΕ, ΑΓ συζυγείς, οπότε η ΒΕ θα περνά από τον πόλο Α'1 της ΑΓ, καθώς το τετράπλευρο ΑΒΓΕ είναι αρμονικό. Όμοια βρίσκουμε και ότι Β'1
[image: image60.wmf]∈

ΓΖ, Γ'1
[image: image61.wmf]∈

ΑΔ,…[Για την απόδειξη τούτου, προφανώς, μπορούμε να βασισθούμε στο ευθύ της 4ης Πρότασης Αρμονικών Εξάπλευρων (30 Κριτήριο)].

(2). Αντίστροφο.

Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις:
1η  Περίπτωση.
Οι δύο διαγώνιες του εξάπλευρου ΑΒΓΔΕΖ περνούν από δύο μία παρά μία κορυφές του εξάπλευρου Α'1Β'1Γ'1Δ'1Ε'1Ζ'1.
Σημείωση.
*Δηλαδή, εξαιρούνται τα ζεύγη των κορυφών: .   Α'1 - Δ'1,  Β'1-Ε'1,  Γ'1- Ζ'1.
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Δηλαδή, το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ είναι αρμονικό, αν Α'1 
[image: image62.wmf]∈

ΒΕ και Γ'1
[image: image63.wmf]∈

ΑΔ, ή   

Α'1 
[image: image64.wmf]∈

ΒΕ και Ε'1
[image: image65.wmf]∈

ΓΖ, ή  Γ'1 
[image: image66.wmf]∈

ΑΔ και Ε'1
[image: image67.wmf]∈

ΓΖ, ή  Β'1 
[image: image68.wmf]∈

ΓΖ και Δ'1
[image: image69.wmf]∈

ΒΕ, ή  Β'1 
[image: image70.wmf]∈

ΓΖ και Ζ'1
[image: image71.wmf]∈

ΑΔ, ή  Δ'1 
[image: image72.wmf]∈

ΒΕ και Ζ'1
[image: image73.wmf]∈

ΑΔ, ενώ και για τις δύο περιπτώσεις είναι:  ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ.
Έτσι, αν πχ είναι Α'1 
[image: image74.wmf]∈

ΒΕ και Γ'1
[image: image75.wmf]∈

ΑΔ, τότε προφανώς η ΒΕ θα είναι συζυγής με την ΑΓ, καθώς η ΒΕ περνά από τον πόλο Α'1  της ΑΓ (υπόθεση) και επειδή, σύμφωνα με γνωστό Θεώρημα [5] και η ΑΓ θα περνά από τον πόλο της ΒΕ. Επομένως το τετράπλευρο ΑΒΓΕ είναι αρμονικό (ορισμός Αρμονικού Τετράπλευρου).

Όμοια βρίσκουμε ότι και το τετράπλευρο ΓΔΕΑ είναι αρμονικό, επειδή Γ'1 
[image: image76.wmf]∈

ΑΔ. Άρα, το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ είναι αρμονικό [Αντίστροφο της Πρότασης 5. Αρμονικών Εξάπλευρων (Περίπτωση 1)].

2η  Περίπτωση.
Οι δύο διαγώνιες του ΑΒΓΔΕΖ περνούν από δύο διαδοχικές κορυφές του εξάπλευρου Α'1Β'1Γ'1Δ'1Ε'1Ζ'1.
Δηλαδή, το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ είναι αρμονικό, αν ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ και Α'1 
[image: image77.wmf]∈

ΒΕ και Β'1
[image: image78.wmf]∈

ΓΖ, ή  Β'1 
[image: image79.wmf]∈

ΓΖ και Γ'1 
[image: image80.wmf]∈

ΑΔ,… 

Έτσι, αν πχ είναι Α'1 
[image: image81.wmf]∈

ΒΕ και Β'1
[image: image82.wmf]∈

ΓΖ, τότε βρίσκουμε όπως παραπάνω (1η  Περίπτωση), ότι τα τετράπλευρα ΑΒΓΕ και ΒΓΔΖ είναι αρμονικά, οπότε και το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ είναι αρμονικό [Αντίστροφο της Πρότασης 5 Αρμονικών Εξάπλευρων (Περίπτωση 2)], καθώς και εδώ είναι:. ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ.
ζ. 7η Πρόταση Αρμονικών Εξάπλευρων.
70 Κριτήριο Αρμονικότητας Εγγεγραμμένων Εξάπλευρων.

2α(54). Αν κυρτό εγγεγραμμένο σε κύκλο (Ο, R) εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ, έχει τις διαγώνιές του (κύριες) συντρέχουσες και δύο τουλάχιστον από τις διαγώνιές του αυτές περνούν ανά μία, από μια τομή απέναντι πλευρών του, τότε και μόνο τότε το εξάπλευρο αυτό είναι αρμονικό.                                                                                                                                   
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Απόδειξη (Σχήμα 8).
(1). Ευθύ.
Θεωρούμε Αρμονικό Εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ, εγγεγραμμένο σε κύκλο (Ο, R). Αν Α2≡ΖΑ∩ΓΔ, Β2≡ΑΒ∩ΔΕ, Γ2≡ΒΓ∩ΕΖ, να δειχθεί ότι:  Α2
[image: image83.wmf]∈

ΒΕ, Β2
[image: image84.wmf]∈

ΓΖ, Γ2
[image: image85.wmf]∈

ΑΔ και ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ.
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Σχήμα 8.


Πραγματικά, επειδή το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ είναι αρμονικό (υπόθεση), θα έχει αρμονικά πχ τα τετράπλευρα ΑΒΓΕ και ΔΕΖΒ (ορισμός), οπότε, σύμφωνα με το αντίστροφο του Λήμματος 5, θα είναι: ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ και Α2
[image: image87.wmf]∈

ΒΕ. 

Όμοια βρίσκουμε και ότι: Β2
[image: image88.wmf]∈

ΓΖ, Γ2
[image: image89.wmf]∈

ΑΔ*.
 (2). Αντίστροφο.

Δηλαδή, αν το δοσμένο κυρτό εγγεγραμμένο σε κύκλο (Ο, R) το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ, έχει ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ και Α2
[image: image90.wmf]∈

ΒΕ, Β2
[image: image91.wmf]∈

ΓΖ, ή Α2
[image: image92.wmf]∈

ΒΕ, Γ2
[image: image93.wmf]∈

ΑΔ ή Β2
[image: image94.wmf]∈

ΓΖ, Γ2
[image: image95.wmf]∈

ΑΔ, τότε εξάπλευρο αυτό είναι αρμονικό,
1ος Τρόπος.
Πραγματικά, αν πχ Α2
[image: image96.wmf]∈

ΒΕ και Β2
[image: image97.wmf]∈

ΓΖ, τότε σύμφωνα με Πρόταση που έχει     

Σημείωση.
* Είναι γνωστό [3], ότι η Α2Β2Γ2 είναι ευθεία (Ευθεία Pascal).  
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δημοσιευθεί με εργασία μας στο περιοδικό  της ΕΜΕ «ΔΙΑΣΤΑΣΗ» (τεύχος 3-4/1978, ή δίνεται στο [2] § 2 α (54), θα είναι και Γ2
[image: image98.wmf]∈

ΑΔ.
Τούτο και εύκολα αποδεικνύεται:

Πραγματικά, επειδή Α2
[image: image99.wmf]∈

ΒΕ και Β2
[image: image100.wmf]∈

ΓΖ, οι ΒΕΑ2 ΖΓΒ2, θα είναι ευθείες, οπότε, σύμφωνα με Θεώρημα του Πάππου, οι τομές ΒΓ∩ΕΖ≡Γ2, ΕΒ2∩ΓΑ2≡Δ, ΒΒ2∩ΖΑ2≡Α, θα είναι συνευθειακές ή η ΑΔΓ2 θα είναι ευθεία, ή  Γ2
[image: image101.wmf]∈

ΑΔ.  
Έτσι, επειδή ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ και είναι πχ Α2
[image: image102.wmf]∈

ΒΕ, σύμφωνα με το ευθύ του Λήμματος 5, αρμονικά θα είναι και τα τετράπλευρα ΑΒΓΕ και ΔΕΖΒ.

Όμοια βρίσκουμε και ότι τα ζεύγη των τετράπλευρων: ΒΓΔΖ, ΕΖΑΓ και ΓΔΕΑ, ΖΑΒΔ, είναι αρμονικά.

Συνεπώς, σύμφωνα με τον αρχικό ορισμό των Αρμονικών Εξάπλευρων, Αρμονικό θα είναι και το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ.
2ος Τρόπος.
Αν πχ Α2
[image: image103.wmf]∈

ΒΕ και Β2
[image: image104.wmf]∈

ΓΖ, επειδή είναι και ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ (υπόθεση). σύμφωνα με το ευθύ του Λήμματος 5, τα τετράπλευρα ΑΒΓΕ, ΔΕΖΒ και ΒΓΔΖ, ΕΖΑΓ, θα είναι αρμονικά.

Έτσι, σύμφωνα με την Πρόταση 5  των Αρμονικών Εξάπλευρων (Κριτήριο 5) (αντίστροφο, Περίπτωση 1 ή 2, παραπάνω), Αρμονικό θα είναι και το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ.

η. 8η Πρόταση Αρμονικών Εξάπλευρων.
40Η.  Σε κάθε Αρμονικό Εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ,είναι:

ΑΒ.ΓΔ.ΕΖ=ΒΓ.ΔΕ.ΖΑ= 
[image: image105.wmf]8
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                                                                                                                                   Απόδειξη (Σχήμα 4 ).

Σύμφωνα με τον αρχικό ορισμό των Αρμονικών Εξάπλευρων, τα τετράπλευρα ΑΒΓΕ, ΒΓΔΖ, ΓΔΕΑ, ΔΕΖΒ, ΕΖΑΓ, ΖΑΒΔ, θα είναι όλα αρμονικά.

Έτσι, σύμφωνα με γνωστό Θεώρημα [3],των αρμονικών τετράπλευρων και το Θεώρημα Πτολεμαίου, πχ για τα τετράπλευρα ΑΒΓΕ, ΓΔΕΑ, ΕΖΑΓ, θα είναι αντίστοιχα:
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ΑΒ.ΓΕ.=ΒΓ.ΕΑ=
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Από τις σχέσεις (2), με πολλαπλασιασμό κατά μέλη και μετά τις σχετικές απαλοιφές, εύκολα παίρνουμε την σχέση (1).

Παρατήρηση.
Η Πρόταση 40Η έχει καταχωρηθεί στο βιβλίο μας [1] (τόμος 3, σελίδα 1326).

θ. 9η Πρόταση Αρμονικών Εξάπλευρων.
Πρόβλημα Κατασκευής Αρμονικών Εξάπλευρων.

2α(56). Να κατασκευασθεί Αρμονικό Εξάπλευρο, του οποίου δίνονται οι τρεις μία παρά μία κορυφές.
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Σχήμα 9.


. Λύση (Σχήμα 9).
(α).  Ανάλυση.
Αν το ζητούμενο Αρμονικό Εξάπλευρο είναι το ΑΒΓΔΕΖ, του οποίου δίνονται πχ οι κορυφές του Α, Γ, Ε τότε, για την κατασκευή του , αρκεί να ορισθούν και οι κορυφές του Β, Δ, Ζ.

Αν γράψουμε τον περιγεγραμμένο κύκλο (Ο, R) στο τρίγωνο ΑΓΕ, τότε

 οι κορυφές Β, Δ, Ζ θα ανήκουν στον κύκλο (Ο, R) (ορισμός). Ακόμη, αν γράψουμε το αντίστοιχο τρίγωνο Α'1Γ'1Ε'1 του τριγώνου ΑΓΕ, τότε, σύμφωνα με το ευθύ 
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της Πρότασης 4 Αρμονικών Εξάπλευρων (Κριτήριο 4), οι ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ 
περνούν αντίστοιχα από τα σταθερά σημεία Α'1, Γ'1, Ε'1, οπότε αγόμαστε στην παρακάτω κατασκευή.
(β). Κατασκευή.  

Στο τρίγωνο ΑΓΕ περιγράφουμε κύκλο (Ο, R) και κατασκευάζουμε το αντίστοιχο τρίγωνό Α'1Γ'1Ε'1 του τριγώνου ΑΓΕ.

Φέρουμε τις ΑΑ'1,  ΓΓ'1,  ΕΕ'1, οι οποίες τέμνουν αντίστοιχα τον (Ο, R) στα σημεία Δ, Ζ, Β και λέμε ότι το ζητούμενο Αρμονικό Εξάπλευρο είναι το ΑΒΓΔΕΖ.
(γ). Απόδειξη.
Πραγματικά, το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ είναι το ζητούμενο, γιατί σύμφωνα με το Πόρισμα του Κριτήριου 4, τούτο είναι αρμονικό.

(Είναι δυνατό να έχουμε και μια άλλη κατασκευή του εξάπλευρυ ΑΒΓΔΕΖ, αν γράψουμε τον κύκλο ΑΓΕ, φέρουμε τις συμμετροδιαμέσους του τριγώνου ΑΓΕ και βασισθούμε στο Κριτήριο 2 και κυρίως στο Πόρισμα 1 που το ακολουθεί. Συγκεκριμένα, αν στο τρίγωνο ΑΓΕ γράψουμε τις συμμετροδιαμέσους του ή ορίσουμε το σημείο Lemoine Κ τούτου και οι ΑΚ, 

ΓΚ, ΕΚ τέμνουν τον περιγεγραμμένο κύκλο του τριγώνου ΑΓΕ στα 

σημεία Δ, Ζ, Β αντίστοιχα, τότε το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ, είναι προφανώς το ζητούμενο, καθώς εκτός των άλλων, σύμφωνα με το Πόρισμα 1 του Κριτήριου 2, θα είναι αρμονικό).
(δ). Διερεύνηση.
Είναι φανερό ότι το Πρόβλημα έχει πάντα λύση.

i.  10η Πρόταση Αρμονικών Εξάπλευρων. 

(Σύμπτωση Σημείου Brianchon με το Σημείο Σύγκλισης Διαγώνιων στα Αρμονικά Εξάπλευρα). 
10ι(134). Το σημείο σύγκλισης των διαγώνιων κάθε Αρμονικού Εξάπλευρου, συμπίπτει με το σημείο Brianchon {[5]( § 11-11)}, του αντίστοιχου περιγεγραμμένου του εξάπλευρου.
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Απόδειξη (Σχήματα 6 ). 
Δηλαδή, αν ΑΒΓΔΕΖ είναι Αρμονικό Εξάπλευρο, Α'Β'Γ'Δ'Ε'Ζ' το αντίστοιχό του περιγεγραμμένο εξάπλευρο (όπου Α
[image: image109.wmf]∈

Α'Ζ', Β
[image: image110.wmf]∈

Α'Β', …), (Ο, R) ο αντίστοιχός τους κύκλος, ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ (Πρόταση 1 των Αρμονικών Εξάπλευρων) και Α'Δ'∩Β'Ε'∩Γ'Ζ'≡Κ' το σημείο Brianchon {[5]( § 11-11), θα αποδείξουμε ότι Κ≡Κ'.
Η απόδειξη τούτου είναι προφανώς απλή εφαρμογή του Λήμματος 6.
Πραγματικά, αφού οι διαγώνιες του  Αρμονικού Εξάπλευρου ΑΒΓΔΕΖ συντρέχουν στο Κ (Πρόταση 1 των Αρμονικών Εξάπλευρων), σύμφωνα με το Λήμμα 6, τούτο θα συμπίπτει με το σημείο Brianchon Κ'{[5]( § 11-11)}, του αντίστοιχού του περιγεγραμμένου εξάπλευρου Α'Β'Γ'Δ'Ε'Ζ'.

ια. 11η Πρόταση Αρμονικών Εξάπλευρων.
80 Κριτήριο Αρμονικότητας Εγγεγραμμένων Εξάπλευρων.

10ι(141). Αν κυρτό εγγεγραμμένο σε κύκλο (Ο, R) εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ, έχει τις διαγώνιές του (κύριες) συντρέχουσες και υπάρχει στο επίπεδό του σημείο για το οποίο οι αποστάσεις από τις πλευρές του (του εξάπλευρου), είναι ανάλογες με τις αντίστοιχες πλευρές του, τότε και μόνο τότε το εξάπλευρο αυτό είναι αρμονικό.
Απόδειξη (Σχήμα 10).

(1). Ευθύ. 
Θεωρούμε Αρμονικό Εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ, εγγεγραμμένο σε κύκλο (Ο, R). 
Θα δείξουμε ότι υπάρχει σημείο Κ' στο επίπεδό του, για το οποίο είναι:
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όπου υα, υβ, …., υζ , είναι οι  αποστάσεις του σημείου Κ', από τις πλευρές του ΑΒ=α , ΒΓ=β,…, ΖΑ=ζ, αντίστοιχα.

Πραγματικά, επειδή το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ είναι αρμονικό, θα είναι ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ (1η Πρόταση Αρμονικών Εξάπλευρων).
Ακόμη, σύμφωνα με τον αρχικό ορισμό των Αρμονικών Εξάπλευρων, στο ΑΒΓΔΕΖ τα τετράπλευρα ΑΒΓΕ, ΒΓΔΖ, …, , ΖΑΒΔ, θα είναι αρμονικά και επομένως οι ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ, θα είναι συζυγείς με τα ζεύγη των τμημάτων ΒΖ-ΓΕ, ΑΓ-ΔΖ,
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Σχήμα 10. 

ΒΔ-ΕΑ, αντίστοιχα, οπότε σύμφωνα με το Λήμμα 2, οι ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ, θα είναι συμμετροδιάμεσοι των ζευγών τριγώνων ΖΑΒ-ΓΔΕ, ΑΒΓ-ΔΕΖ, ΒΓΔ-ΕΖΑ, αντίστοιχα. Επομένως, οι ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ, θα αποτελούν τους γτ σύμφωνα με τους οποίους, οι αποστάσεις κάθε σημείου τους, από τα ζεύγη των αντιστοίχων πλευρών ΖΑ-ΑΒ, ΓΔ-ΔΕ, ΑΒ-ΒΓ, ΔΕ-ΕΖ, ΒΓ-ΓΔ, ΕΖ-ΖΑ, είναι ανάλογες {[6] § 11-14.2}. Τούτο θα αληθεύει προφανώς και για την κοινή τομή Κ των διαγώνιων ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ (1η Πρόταση Αρμονικών Εξάπλευρων), καθώς αυτή ανήκει και στις τρεις αυτές διαγώνιες. Τούτο σημαίνει ότι το σημείο Κ έχει και τις τρεις αυτές ιδιότητες. Δηλαδή θα είναι για το Κ:
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Έτσι, από τις ιδιότητες της (2), εύκολα βρίσκουμε την σχέση (1), που αληθεύει για την τομή Κ≡ΑΔ∩ΒΕ και επομένως τούτο σημαίνει ότι το ζητούμενο σημείο Κ', είναι το Κ ή Κ'≡Κ.

Συνεπώς, το ζητούμενο σημείο είναι το σημείο σύγκλισης των διαγωνίων (κύριων), των Αρμονικού Εξάπλευρου.

(2). Αντίστροφο.

Αν για το σημείο Κ≡ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ, αληθεύει η σχέση (1), θα δείξουμε ότι το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ είναι αρμονικό.

Πραγματικά, από τη σχέση (1), παίρνουμε πχ και ότι: 
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ότι η ΑΚ ή ΑΔ είναι συμμετροδιάμεσος του τριγώνου ΖΑΒ (αντίστροφο γνωστής Πρότασης{[5] § 11-14.2} και επομένως η ΑΔ θα είναι συζυγής με την ΖΒ ως προς τον κύκλο (Ο, R).(Λήμμα 2), οπότε το τετράπλευρο ΖΑΒΔ είναι αρμονικό(ορισμός).

Όμοια βρίσκουμε ότι αρμονικά είναι και τα τετράπλευρα ΒΓΔΖ, ΔΕΖΒ, οπότε σύμφωνα με τον απλοποιημένο ορισμό των Αρμονικών Εξάπλευρων (10 Κριτήριο Αρμονικότητας Εγγεγραμμένων Εξάπλευρων),το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ θα είναι αρμονικό.

Παρατηρήσεις.
(α). Δύο εξειδικευμένα Κριτήρια του Κριτηρίου 8, δίνουμε στην παράγραφο 8ι(88) (τόμος 8) του [2].

(β). Η Πρόταση 10ι(141), έχει καταχωρηθεί στην παράγραφο 10ι(141) (τόμος 10) του [2].

Σχόλιο.
Μετά και από το Κριτήριο 8 των Αρμονικών Εξάπλευρων, παρατηρούμε ότι:

(α). Το σημείο Lemoine στο τρίγωνο, έχει την ιδιότητα, σύμφωνα με την οποία, το σημείο αυτό απέχει από τις πλευρές του τριγώνου, αποστάσεις ανάλογες των αντιστοίχων πλευρών του (του τριγώνου).

(β). Όπως είναι γνωστό και εύκολα αποδεικνύεται, η τομή των διαγωνίων στο αρμονικό τετράπλευρο, έχει την ίδια, όπως παραπάνω, ιδιότητα.  Δηλαδή οι αποστάσεις της τομής αυτής από τις πλευρές του τετράπλευρου, είναι ανάλογες, των αντιστοίχων πλευρών του τετράπλευρου. Για τον λόγο αυτό η τομή των διαγωνίων του αρμονικού τετράπλευρου, ονομάζεται σημείο Lemoine του αρμονικού του τετράπλευρου.
(γ). Σύμφωνα με το παραπάνω Κριτήριο 8 και στο Αρμονικό Εξάπλευρο, η τομή των διαγωνίων του (κύριων), έχει την ίδια ιδιότητα, οπότε εξάγουμε το παρακάτω συμπέρασμα:
Συμπέρασμα.
Μετά τα προαναφερθέντα και σε αναλογία με αυτά, προτείνουμε όπως, και το σημείο σύγκλισης των διαγωνίων του Αρμονικού Εξάπλευρου, να ονομάζεται ΣΗΜΕΙΟ LEMOINE, του Αρμονικού Εξάπλευρου αυτού.
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6. ΓΕΝΙΚΕΣ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ.
(α). Η όλη παραπάνω Θεωρία των Απλών Αρμονικών Εξάπλευρων (Ορισμοί, Λήμματα 1-6, Προτάσεις 1-11, Πορίσματα κτλ), όπως εδώ παρουσιάζονται, πιστεύουμε ότι πρωτοεμφανίζονται με την παραπάνω εργασία μας, αφού μέχρι τώρα δεν τα έχουμε συναντήσει, στη γνωστή μας βιβλιογραφία, εκτός από τα βιβλία μας [1] και [2], όπου εκεί η παρουσίασή τους {κυρίως στο [1]}, είναι διεξοδική.

Συγκεκριμένα, στο βιβλίο [1] (τόμος 3) αναφέρονται τουλάχιστον 46 Προτάσεις-Κριτήρια Απλών Αρμονικών Εξάπλευρων (σελίδες 1287 μέχρι 1343) και 41 τουλάχιστον Προτάσεις-Κριτήρια Πλήρων Αρμονικών Εξάπλευρων (σελίδες 1174 μέχρι 1286). {Ένα δείγμα της πολυπλοκότητας, ενός συμπλέγματος Πλήρων Αρμονικών Εξάπλευρων, δίνουμε στο σχήμα 3.2.6.(4).(β).1/, του [1]. Στο βιβλίο μας [1], για το σχήμα αυτό, αποδεικνύουμε ότι αληθεύουν, όλες οι περιπτώσεις σύγκλισης ευθειών (κεντρικές δέσμες), όλες οι περιπτώσεις συνευθειακών σημείων (σημειωσειρές) και όχι μόνο}.

(β). Είναι φανερό ότι με την παρούσα μικρή μας εργασία δώσαμε μια μικρή γεύση των ιδιοτήτων των Απλών Αρμονικών Εξάπλευρων, αν και μπορούσαμε να την επεκτείνουμε, αντλώντας στοιχεία (Κριτήρια, Προτάσεις, κτλ), με πολλές άλλες ιδιότητες τούτων, από το βιβλίο [1]. Όμως κλείσαμε εδώ, καθώς δεν υπάρχει και επαρκής συμμετοχή φίλων, αφού σχεδόν όλοι αρκούνται μόνο στην παρακολούθηση.

(γ). Από τα Λήμματα 1-6 και τις Προτάσεις των Απλών Αρμονικών Εξάπλευρων 1-11, μερικά είναι επινοήσεις μας των τελευταίων ημερών. Έτσι, προέκυψε και κάποιο ακόμη όφελος για τη Γεωμετρία, πράγμα που μας ικανοποιεί ιδιαιτέρα.

(δ). Στα βιβλία [1] και [2], αναφέρονται εκτός των άλλων, και τα Αρμονικά τετράπλευρα, πεντάπλευρα, επτάπλευρα, οκτάπλερα, δεκάπλευρα, κτλ.
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 ΕΡΕΥΝΑ =

 Απόλαυση + Ανακαλύψεις + Έντονες Συγκινήσεις 
[image: image131.wmf]⇒


 Δημιουργία 
[image: image132.wmf]⇒

 Πρόοδος. 

                                                                                        Θεσσαλονίκη  23-12-2910. 
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