Συνημμένο 309. 

ΖΕΥΓΗ ΤΡΙΓΩΝΩΝ ΜΕ ΚΟΙΝΑ ΣΗΜΕΙΑ GERGONNE
Πρόταση 10.
Κάθε τρίγωνο, με το τρίγωνο που έχει πλευρές τις εφαπτόμενες στα τρία σημεία που οι σεβιανές του σημείου Gergonne του πρώτου από τα παραπάνω τρίγωνα επανατέμνουν τον εγγεγραμμένο κύκλο του ιδίου τριγώνου, έχουν κοινό σημείο Gergonne.
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Απόδειξη.

Θεωρούμε τρίγωνο Α'1Γ'1Ε'1, τον εγγεγραμμένο του κύκλο 

(Ο), με σημεία επαφής τα Α
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 Α'1Γ'1, Ε
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Γ'1Ε'1. 

Αν Β≡Α'1Ε∩(Ο), Δ≡ΑΓ'1∩(Ο), Ζ ≡ ΓΕ'1∩(Ο) και στις τομές αυτές  φέρουμε εφαπτόμενες στον (Ο)  σχηματίζεται το τρίγωνο Β'1Δ'1Ζ'1 με τις εφαπτόμενες στα Β και Δ να τέμνονται στο Β'1 με τις εφαπτόμενες στα Ζ και Δ να τέμνονται στο Δ'1 και με τις εφαπτόμενες στα Ζ και Β να τέμνονται στο Ζ'1. Να αποδειχθεί ότι τα τρίγωνα Α'1Γ'1Ε'1, Β'1Δ'1Ζ'1 έχουν κοινό σημείο Gergonne Κ.

-2-
Πραγματικά, επειδή στο τετράπλευρο ΑΒΓΕ δίνεται ότι Α'1
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ΒΕ οι ΑΓ και ΒΕ είναι συζυγείς ως προς τον κύκλο (Ο). Άρα το τετράπλευρο ΑΒΓΕ είναι  αρμονικό (Γεωμετρία [1], § 8-4.10).  

Επίσης, επειδή στο τετράπλευρο ΓΔΕΑ  είναι Γ'1
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ΑΔ οι ΑΔ και ΓΕ είναι συζυγείς ως προς τον κύκλο (Ο). Άρα και το τετράπλευρο ΓΔΕΑ είναι  αρμονικό.      

Όμοια βρίσκουμε ότι και το τετράπλευρο  ΕΖΑΓ  είναι αρμονικό.

Συνεπώς, σύμφωνα με το  Κριτήριο 109 των εξάπλευρων [2] (§ 19.17), το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ είναι αρμονικό, οπότε σύμφωνα με τον σχετικό  ορισμό § 16.1β του βιβλίου [2] αυτό θα έχει αρμονικά και τα τετράπλευρα

ΒΓΔΖ, ΔΕΖΒ, ΖΑΒΔ. Τούτο σημαίνει ότι τα ζεύγη των ΒΔ-ΓΖ, ΒΕ-ΔΖ, ΒΖ-ΑΔ, είναι συζυγή, οπότε θα είναι και  Β'1
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ΓΖ, Δ'1
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ΒΕ, Ζ'1
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ΑΔ

Εξάλλου, επειδή το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ είναι αρμονικό, θα είναι και Κ≡ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ (Πρόταση 104, § 19.11 του βιβλίου [2]). 

Μετά τα παραπάνω, οι Α'1 ΒΕ, και Δ'1ΒΕ  είναι ευθείες και αυτές περνούν από το Κ και η Α'1ΒΚΕΔ'1 θα είναι ευθεία, Όμοια βρίσκουμε ότι και οι Β'1ΓΚΖΕ'1, Γ'1ΔΚΑΖ'1, είναι ευθείες,
 Όμως, οι Α'1ΒΚΕ, Γ'1ΔΚΑ, Ε'1ΖΚΓ είναι, οι τρεις σεβιανές Gergonne του τριγώνου Α'1Γ'1Ε'1, οι οποίες συντρέχουν στο σημείο Κ, ενώ οι Β'1ΓΚΖ, Δ'1ΔΕΚΒ, Ζ'1ΑΚΔ είναι, οι τρεις σεβιανές Gergonne του τριγώνου Β'1Δ'1Ζ'1, οι οποίες συντρέχουν και αυτές στο σημείο Κ, Συνεπώς τα τρίγωνα Α'1Γ'1Ε'1, Β'1Δ'1Ζ'1 έχουν πραγματικά κοινό σημείο Gergonne το Κ. 

Σημείωση,

Επειδή για την απόδειξη της παραπάνω Πρότασης βασιστήκαμε σε ορισμούς και Προτάσεις της ΑΡΜΟΝΙΗΣ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑΣ, προφανώς αυτή ανήκει εκεί, οπότε είναι εύλογο να την αναρτήσουμε και εδώ: https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=112&t=20919&start=580
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