Συνημμένο 311. 

ΖΕΥΓΗ ΤΡΙΓΩΝΩΝ ΜΕ ΚΟΙΝΑ ΣΗΜΕΙΑ LEMOINE
Πρόταση 12.
Σε κάθε τρίγωνο, το ζεύγος των τριγώνων του, που το ένα έχει κορυφές τα τρία σημεία επαφής του τριγώνου αναφοράς με τον εγγεγραμμένο του κύκλο και το δεύτερο τρίγωνο, που έχει κορυφές τα τρία σημεία τα οποία οι σεβιανές του σημείου Gergonne του τριγώνου αναφοράς, επανατέμνουν τον παραπάνω εγγεγραμμένο κύκλο, έχουν κοινό σημείο Lemoine.
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Σχήμα 7ι(154).

Απόδειξη  [Σχήμα 7ι(154)]. 
Δηλαδή, αν Α'Γ'Ε' είναι δοσμένο τρίγωνο, Α, Γ, Ε τα σημεία επαφής των πλευρών του Γ'Ε', Ε'Α', Α'Γ' αντίστοιχα, με τον εγγεγραμμένο του κύκλο (Ο) και Δ, Ζ, Β οι τομές του κύκλου με τις Α'Α, Γ'Γ, Ε'Ε αντίστοιχα, θα δείξουμε ότι τα τρίγωνα ΑΓΕ και ΒΔΖ έχουν κοινό σημείο Lemoine.

Επειδή λ.χ. το τετράπλευρο ΑΓΔΕ είναι εγγεγραμμένο και η διαγώνιός του ΑΔ περνά  από τον πόλο Α' της διαγώνιού του ΓΕ, οι ΑΔ και ΓΕ θα είναι συζυγείς ως προς τον κύκλο (Ο). Άρα, σύμφωνα με τον ορισμό των αρμονικών τετράπλευρων, το τετράπλευρο ΑΓΔΕ  είναι αρμονικό (Γεωμετρία [1], § 8-4.10).  . Όμοια αποδεικνύουμε και ότι τα τετράπλευρα ΓΑΖΕ, ΕΑΒΓ είναι  αρμονικά.
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Συνεπώς, σύμφωνα με το  Κριτήριο 109 των αρμονικών εξαπλεύρων [2] (§ 19.17), το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ είναι αρμονικό.
Αυτό, σύμφωνα με τον σχετικό ορισμό των αρμονικών εξαπλεύρων § 16.1β του βιβλίου [2] αυτό θα έχει αρμονικά και τα τετράπλευρα ΒΓΔΖ, ΔΕΖΒ, ΖΑΒΔ. Τούτο σημαίνει ότι και τα ζεύγη των ΒΔ-ΓΖ, ΒΕ-ΔΖ, ΒΖ-ΑΔ, είναι συζυγή.

Μετά τα παραπάνω και σύμφωνα με την βοηθητική Πρόταση 6 [§ 2.6] του Ε' μέρους του βιβλίου [2]:
    α. Στο τρίγωνο ΑΓΕ οι ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ, είναι οι τρεις συμμετροδιάμεσοί του, οι οποίες συντρέχουν προφανώς στο Κ (Σημείο Gergonne του τριγώνου Α'Γ'Ε').
   β. Στο τρίγωνο ΒΔΖ οι ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ, είναι επίσης οι τρεις συμμετροδιάμεσοί του, οι οποίες συντρέχουν προφανώς στο Κ (Σημείο Gergonne του τριγώνου Α'Γ'Ε'.
Από τις §α και §β παραπάνω συνάγουμε ότι το Κ είναι κοινό σημείο Lemoine και των δύο τριγώνων ΑΓΕ και ΒΔΖ.

Παρατήρηση,
Η Πρόταση 12, είναι δυνατό να αποδειχθεί προφανώς και με βάσει την παραπάνω Πρόταση 10 (ποστ 40), ως εξής:

Στα σημεία Β, Δ, Ζ, γράφουμε εφαπτόμενες, οι  οποίες τεμνόμνες, σχηματίζουν το τρίγωνο Β'Δ'Ζ', οπότε, σύμφωνα με την με παραπάνω Πρόταση 10 (ποστ 40), οι Α'ΔΚΑΔ', Γ'ΖΚΓΖ', Ε'ΒΚΕΒ', είναι ευθείες.

Αλλά είναι γνωστό {Βοηθητική Πρόταση 6 [§ 2.6] του Ε' μέρους του βιβλίου [2]}, ότι οι Α'ΔΚΑ, Γ'ΖΚΓ, Ε'ΒΚΕ, είναι οι τρεις συμετροδιάμεσοι του τριγώνου ΑΓΕ  και επομένως το σημείο Lemoine του τριγώνου ΑΓΕ.

Με όμοιο τρόπο βρίσκουμε ότι το ίδιο σημείο Κ είναι  σημείο Lemoine και του τριγώνου ΒΔΖ.
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Σημείωση,

Επειδή για την απόδειξη της παραπάνω Πρότασης βασιστήκαμε σε ορισμούς και Προτάσεις της ΑΡΜΟΝΙΗΣ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑΣ, προφανώς αυτή ανήκει εκεί, οπότε είναι εύλογο να την αναρτήσουμε και εδώ: https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=112&t=20919&start=580
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