 Συνημμένο 318. 
Πρόβλημα 149. ΖΕΥΓΗ ΑΡΜΟΝΙΚΩΝ ΤΕΤΡΑΠΛΕΥΡΩΝ ΜΕ ΚΟΙΝΑ ΣΗΜΕΙΑ LEMOINE.
Σε δοσμένο κύκλο να εγγραφούν δύο αρμονικά τετράπλευρα, των οποίων οι δύο τομές των διαγώνιών τους (Σημεία LEMOINE) να συμπίπτουν και το οκτάπλευρο, που έχει κορυφές τις κορυφές των δύο τετράπλευρων, να είναι αρμονικό .
1η  Λύση  [Σχήμα 96).  

(α).  Ανάλυση.                                                                                                          
Θεωρούμε κύκλο (Ο). Στον κύκλο αυτό, να εγγραφούν (να κατασκευασθούν) δύο αρμονικά τετράπλευρα ΑΓΕΗ και ΒΔΖΘ, με τομές των διαγώνιων τους Κ και Κ' (Σημεία LEMOINE)  αντίστοιχα, για τα οποία να είναι Κ≡Κ' και το οκτάπλευρο ΑΒΓΔΕΖΗΘ να είναι αρμονικό (Σχετικός ορισμός στο βιβλίο [1] §16.1).
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Έστω ότι τα δύο ζητούμενα αρμονικά τετράπλευρα κατασκευάσθηκαν και είναι τα ΑΓΕΗ και ΒΔΖΘ. Τα αναπτύσσουμε στα πλήρη τετράπλευρα ΑΓΕΗΛΝ και ΒΔΖΘΤΣ. 

Επειδή από την υπόθεση είναι ΑΕ∩ΓΗ≡Κ≡ΒΖ∩ΔΘ≡Κ', τα ζεύγη των διαγώνιων ΑΕ, ΓΗ, και ΒΖ, ΔΘ, είναι συζυγή ως προς τον κύκλο (Ο) και αν λάβουμε υπόψη μας την κατασκευή 149 του βιβλίου [1] (ανάλυση), οδηγούμαστε στην παρακάτω κατασκευή: 

(β). Κατασκευή.  
(    1/. Κατασκευή του αρμονικού  Τετράπλευρου ΑΓΕΗ.
Εργαζόμαστε όπως στον πρώτο τρόπο της κατασκευή 135 του βιβλίου [1]. Ήτοι: Στον κύκλο (Ο) ορίζουμε τρία τυχαία σημεία Γ, Ε, Η, στα σημεία Γ,  Η, φέρουμε εφαπτόμενες που τέμνονται σε σημείο Τ. Η ευθεία ΤΕ επανατέμνει τον κύκλο σε σημείο Α. Λέμε ότι το τετράπλευρο ΑΓΕΗ είναι το ζητούμενο αρμονικό,

(    2/. Κατασκευή του αρμ. Τετράπλευρου ΒΔΖΘ.
Αναπτύσσουμε σε πλήρες τετράπλευρο ΑΓΕΗΛΝ το τετράπλευρο ΑΓΕΗ. Ορίζουμε την τομή ΑΕ∩ΓΗ≡Κ, και φέρουμε τις ευθείες ΚΛ και ΚΝ οι οποίες τέμνουν τον κύκλο στα ζεύγη σημείων  Ζ, Β και Δ, Θ, αντίστοιχα. Λέμε ότι το τετράπλευρο ΒΔΖΘ, είναι το ζητούμενο αρμονικό,
(    3/. Κατασκευή του αρμ. Οκτάπλευρου ΑΒΓΔΕΖΗΘ.
Λέμε ότι το οκτάπλευρου ΑΒΓΔΕΖΗΘ είναι το ζητούμενο αρμονικό.
 (γ).Απόδειξη. .
Από την κατασκευή τους τα δύο τετράπλευρα ΑΓΕΗ και ΒΔΖΘ είναι εγγεγραμμένα στον κύκλο (Ο) και έχουν ΑΕ∩ΓΗ∩ΒΖ∩ΔΘ≡Κ.
Επειδή η ΑΕ, από την κατασκευή της, περνά από τον πόλο Τ της ΓΗ, οι ΑΕ, ΓΗ είναι συζυγείς ως προς τον κύκλο (Ο) , άρα και το τετράπλευρο ΑΓΕΗ είναι αρμονικό.  

 Επίσης επειδή το Λ είναι ο πόλος της ΝΔΚΘ και το Ν είναι ο πόλος της ΛΖΚΒ (Κατασκευή 81 του βιβλίου [2]), οι ΒΖ, ΔΘ είναι συζυγείς ως προς τον κύκλο (Ο), άρα και το τετράπλευρο ΒΔΖΘ είναι αρμονικό. 
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Τέλος, όπως αποδεικνύεται στην κατασκευή 149 του βιβλίου [1] και το οκτάπλευρο ΑΒΓΔΕΖΗΘ είναι το ζητούμενο αρμονικό.  

2η  Λύση  
Η λύση 2 επιτυγχάνεται εύκολα πλέον και χωρίς να ξοδέψουμε «φαιά ουσία», με απλή εφαρμογή της μεθόδου του «Αρμονικού Μετασχηματισμού», ως εξής:

Στο επίπεδο του δοσμένου κύκλου και δίπλα απ’ αυτόν γράφουμε κύκλο στον οποίο και  εγγράφουμε δύο τετράγωνα των οποίων οι διαγώνιες σχηματίζουν γωνίες 450 τα οποία μετασχηματίζουμε σε αρμονικά στον δοσμένο κύκλο, σύμφωνα με την Κατασκευή 152 του βιβλίου Αρμονική Γεωμετρία, οπότε τα νέα αντίστοιχα «δίδυμα  τετράπλευρα» (ορολογία του βιβλίου [1]) του οκτάπλευρου που θα προκύψουν θα είναι τα ζητούμενα αρμονικά και το οκτάπλευρο που έχει κορυφές τις κορυφές των δύο τετράπλευρων θα είναι το ζητούμενο αρμονικό.  
Είναι όμως πιο εύκολο να εργασθούμε ως εξής:

Στο επίπεδο του δοσμένου κύκλου και δίπλα απ’ αυτόν γράφουμε κύκλο στον οποίο και  εγγράφουμε ένα κανονικό οκτάπλευρο το οποίο μετασχηματίζουμε σε αρμονικό στον δοσμένο κύκλο, σύμφωνα με την Κατασκευή 154 του βιβλίου Αρμονική Γεωμετρία, οπότε το νέο οκτάπλευρο που θα προκύψει θα είναι το ζητούμενο αρμονικό, ενώ τα νέα «δίδυμα τετράπλευρα» του οκτάπλευρου που θα προκύψουν θα είναι τα δύο ζητούμενα αρμονικά. 

Παρατηρήσεις.                                                                                                                
 α/. Στην κατασκευή 149 του βιβλίου [1] αποδεικνύεται και ότι:

     ---Αν ΒΔ∩ΖΘ≡Τ', τότε Τ≡Τ'.

     ---Τα σημεία Ν, Τ, Λ, Σ, είναι συνευθειακά.

     ---Η ευθεία Ν Τ ΛΣ, είναι πολική του σημείου Κ.

 β/. Μετά τα παραπάνω, προκύπτει ότι τα τρίγωνα ΚΛΝ και ΚΤΣ είναι συζυγή ως προς το κύκλο (Ο), (§ 85 του βιβλίου [2]),.
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γ/. Είναι φανερό ότι η κατασκευή αυτή αποτελεί ειδική περίπτωση της κατασκευής 11(98) του συνημμένου μου 317 του παραπάνω ποστ 68.

δ/. Το σημείο Κ είναι το σημείο LEMOINE των τετράπλευρων ΑΓΕΗ και ΒΔΖΘ (Βιβλίο [3] (τόμος IV σελίδα 54),  αλλά και του αρμονικού οκτάπλευρου ΑΒΓΔΕΖΗΘ (Πρόταση 113 του βιβλίου [1]).

ε/. Επειδή για την απόδειξη της παραπάνω Πρότασης βασιστήκαμε σε ορισμούς και Προτάσεις της ΑΡΜΟΝΙΗΣ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑΣ, προφανώς αυτή ανήκει εκεί, οπότε είναι εύλογο να την αναρτήσουμε και εδώ: https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=112&t=20919&start=580

 Συμπέρασμα.
Αν θέλουμε να μάθουμε να αποδεικνύουμε ή να λύνουμε εύκολα Προτάσεις ή Προβλήματα σχετικού τύπου, θα πρέπει να μελετήσουμε Αρμονική Γεωμετρία.
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